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Prólogo | 


NURIA CLIMENT RODRÍGUEZ 
Universidad de Huelva 


Mi primera imagen de Pablo Flores se remonta a finales de los 
noventa, en una reunión del grupo de Conocimiento y Desarro- 
llo Profesional del Profesor de la Sociedad Española de Investi- 
gación en Educación Matemática (SEIEM). En ese momento y en 
los años próximos a este, se percibía su preocupación por el co- 
nocimiento matemático en la formación inicial de maestros de 
Primaria. Así, en unas jornadas que celebramos en 1999 en la 
Universidad de Huelva sobre modelos de formación de maestros 
en matemáticas, explicaba el foco principal en el conocimiento 
matemático (tanto en el conocimiento del contenido como en el 
conocimiento sobre el contenido, esto es, sobre las normas de 
sintaxis de las matemáticas) en la formación que impartía a los 
futuros maestros en los primeros cursos de la entonces diploma- 
tura. El conocimiento didáctico del contenido era para él una vía 
para que los futuros maestros reflexionaran sobre las característi- 
cas de su propio conocimiento de la disciplina y las dificultades 
de afrontarlo en su formación inicial. 

Esta imagen inicial refleja constantes en toda la trayectoria 
como investigador y formador de Pablo. Por una parte, el análi- 
sis sistemático de la formación de profesores, constituyendo la 
línea central de su agenda de investigación. Por otra, como suba- 
gendas de esta, el conocimiento matemático de los (futuros) 
profesores y la reflexión como vía de desarrollo profesional. El 
foco en la reflexión y el conocimiento del profesor, presente en 
los escritos de los noventa, se mantiene en las publicaciones ac- 
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tuales y podemos observar que se van desarrollando paralela- 
mente en el tiempo. 

En relación con la reflexión en la formación de profesores 
(tanto inicial como continua), su trabajo constituye uno de los 
principales referentes en la investigación en Educación Matemá- 
tica en España. Su investigación muestra, además, cómo la re- 
flexión vertebra su práctica como formador en la formación ini- 
cial de profesores de Secundaria. Sus trabajos sirven de guía para 
una formación hacia un profesor como profesional reflexivo, 
que integra de forma habitual la reflexión en su práctica educati- 
va, para tomar decisiones y afrontar situaciones problemáticas. 

Su preocupación por el conocimiento matemático del profe- 
sor le lleva a la búsqueda de un modelo explicativo sobre el co- 
nocimiento que requiere el profesor de matemáticas, que pueda 
orientar su formación. Esto converge con las inquietudes del gru- 
po de investigación Seminario de Investigación en Didáctica de las 
Matemáticas (SIDM), que se lidera desde la Universidad de Huel- 
va. Pablo forma parte del SIDM y es uno de los artífices del mode- 
lo para el análisis del conocimiento especializado del profesor de 
matemáticas (MTSK). Además, contribuye substancialmente en 
la profundización en el conocimiento del profesor sobre la prác- 
tica matemática, especialmente sobre la práctica de demostrar. 

Pablo representa un perfil de formador de profesores que 
considero ideal. A su experiencia como formador de profesores e 
investigador en educación matemática se le une una sólida for- 
mación matemática y en la didáctica de la disciplina, así como 
una experiencia notoria como profesor en niveles no universi- 
tarios. Esta experiencia como profesor de Secundaria se traduce 
en su compromiso con la formación y divulgación, así como 
(adivino) en algunos de los temas en que ha centrado su investi- 
gación. Estos son tan variados como el humor en la enseñanza 
de la matemática, la enseñanza de la geometría y la visualiza- 
ción, y el aprendizaje de estudiantes con talento matemático. 

En resumen, su producción como investigador es extensa y se 
constituye como referente obligado en la investigación sobre for- 
mación de profesores de matemáticas, la reflexión, el conoci- 
miento del profesor y el aprendizaje de alumnado con talento 
matemático. Documentando mi percepción de su trayectoria 
con sus publicaciones, encuentro que, de sus producciones en 
Dialnet, el tema más presente es la formación del profesorado, 
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seguidos de la reflexión y el conocimiento (igualados en núme- 
ro) y, finalmente, geometría, humor, visualización y talento ma- 
temático. 

Otro de los elementos que configuran mi imagen de Pablo es 
su implicación en la formación de formadores de profesores. 
Muestra de ello es su participación en la elaboración de cuader- 
nos de prácticas de matemáticas y su didáctica para la formación 
de maestros de Educación Primaria, y en monografías para la 
formación de profesores de matemáticas. Además, por lo que he 
tenido la suerte de compartir con ellos, su presencia es constante 
en seminarios y reuniones formativas de los formadores de 
maestros del Departamento de Didáctica de la Matemática de la 
Universidad de Granada. En estas reuniones, así como en las de 
investigación, sus preguntas son inquisitivas, con carga de pro- 
fundidad, siempre con el deseo de que los formadores de profe- 
sores reflexionen sobre su práctica y de este modo contribuir en 
su formación. 

Su compromiso con la formación del profesorado explica, a 
mi parecer, su trayectoria laboral, donde la investigación respon- 
de al deseo de comprender cómo mejorarla. Por eso, además de 
en revistas de investigación (como Enseñanza de las Ciencias, 
PNA o Relime), encontramos numerosos artículos suyos en re- 
vistas dirigidas al profesorado (como Epsilon o Suma). En este 
sentido, la transferencia, tanto en el formato de publicaciones 
como en el de participación en congresos dirigidos a profesores 
de matemáticas, es otra de las constantes de su vida profesional. 

Puede contarse, por otra parte, entre los investigadores en 
Educación Matemática que han asistido de manera continuada a 
los simposios de la SEIEM. Podemos encontrar reportes de sus 
investigaciones en casi todas las actas de estos simposios. Me vie- 
ne a la mente acompañando a sus doctorandos, a quienes acon- 
seja para que aprendan lo máximo posible de la experiencia. Por 
otro lado, su investigación refleja la evolución de buena parte de 
la actividad desarrollada en el grupo de Conocimiento y desarro- 
llo profesional del profesor. Su contribución al desarrollo de la 
investigación en Educación Matemática en España a través de su 
papel en la SEIEM es evidente. 

De la figura de Pablo Flores destaco su perfil de formador re- 
flexivo, que se cuestiona sobre su práctica como formador, y que 
se compromete con ello en la investigación, en la transferencia 
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de esta investigación, y en su implicación en la formación inicial 
y continua del profesorado y de los formadores de este profeso- 
rado. Este perfil es inspirador para todos los que nos dedicamos 
a la formación de profesores para la enseñanza de la matemática 
y es fundamental sobre todo para los formadores noveles. Sus 
preguntas, muchas veces difíciles, son otro ejemplo para el avan- 
ce de la Educación Matemática. Muchas gracias por todo lo que 
nos has permitido aprender, Pablo. 
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JAVIER VILLORIA PRIETO 
Decano de la Facultad de Ciencias de la Educación. Universidad de Granada 


Intentando ordenar las palabras en torno a este pequeño recono- 
cimiento a la figura del profesor y compañero Isidoro Segovia, 
he querido mirar hacia atrás y recordar desde cuándo lo conozco 
y cómo lo conocí. 

Mis primeros recuerdos de él fueron como coordinador del gra- 
do de Educación Primaria. Él fue la persona en torno a la cual giró 
la articulación y coordinación del que entonces y hoy es el grado 
con más estudiantes de la Universidad de Granada, el grado de 
Educación Primaria. No tuve la oportunidad de tratarlo en aque- 
llos días, pero el devenir de la vida universitaria ha hecho que pos- 
teriormente sí tuviera la fortuna de conocerlo más y mejor. 

La primera vez que fui consciente de quién era fue a raíz de 
sus muchas intervenciones en Junta de Centro, como coordina- 
dor del grado de Primaria. Ya entonces me llamó la atención su 
moderación y coherencia a la hora de exponer sus puntos de vis- 
ta y planteamientos, con ese tono educado y respetuoso que lo 
caracteriza. En cierta manera, para muchos de nosotros en esos 
años el profesor Segovia era «el coordinador de Educación Pri- 
maria». 

Empecé a tener más trato con Isidoro cuando iniciamos la ar- 
ticulación de lo que es hoy el programa de doctorado de educa- 
ción. En ese momento estábamos involucrados en la reestructu- 
ración de los programas que había prácticamente en todos los 
departamentos para generar un solo programa de doctorado y 
fue la implicación en ese proceso lo que me permitió que coinci- 
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diéramos en reuniones que desembocaron en el acuerdo que 
permitió sacar adelante el programa. Gracias a la generosidad de 
todos los implicados en ese proceso, e Isidoro fue uno de ellos, 
permitió que fuéramos el primer centro de la Universidad de 
Granada en unificar todos los programas que había para lograr 
el que hoy tenemos. Curiosamente, también tuve la oportuni- 
dad de conocerlo mejor, porque fue uno de los primeros docen- 
tes que se apuntaron a los cursos de idiomas que empezamos a 
organizar en la facultad para mejorar la competencia comunica- 
tiva en lengua extranjera del profesorado que nos permitiría lan- 
zar lo que hoy es el grupo bilingúe en el grado de Educación 
Primaria. Recuerdo los esfuerzos que todos hacíamos para que 
se pudiera encontrar un número mínimo de compañeros que tu- 
vieran el mismo nivel. Fue en esos contextos en los que empecé 
a descubrir otras facetas que me permitieron conocer mucho me- 
jor quién era el profesor Segovia. Siempre le estaré agradecido, 
porque fue un ejemplo para muchos compañeros que vieron a 
través de su esfuerzo que nunca es tarde para embarcarse en nue- 
vos desafíos, como mejorar una lengua extranjera, a pesar de las 
muchas tareas en las que estaba implicado. 

Posteriormente, he tenido más oportunidades de conocerlo 
mejor, ya que asumimos al mismo tiempo nuevas labores de 
gestión: él, la Dirección del Departamento de Didáctica de la 
Matemática y, en yo, el Decanato de la facultad. Ha sido en estos 
años en los que hemos trabajado mucho más de cerca y compar- 
tido perspectivas sobre los temas que afectaban al centro. Siem- 
pre ha defendido con convicción el ámbito de las didácticas es- 
pecíficas y ha luchado por que el área de la Didáctica de la Mate- 
mática tenga el lugar que le corresponde. Él es artífice, junto con 
el magnífico elenco de compañeros y compañeras con los que 
conformó el departamento, muchos de ellos ya disfrutando del 
júbilo, de que el Departamento de Didáctica de la Matemática 
de la Universidad de Granada sea un referente a nivel nacional e 
internacional. 

Entre las vivencias que hemos compartido hay varios hechos 
anecdóticos que han hecho que hayamos tenido oportunidad de 
conversar y conocer mejor a la persona. Son muchos los días que 
al subir a la facultad delante de mí he visto una figura con paso 
rápido y ágil subiendo la cuesta de Cardenal Parrado portando 
su maletín de cuero marrón, elemento característico que no deja- 
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ba lugar a dudas sobre de quién se trataba. He de reconocer que 
me obligaba a apretar el paso para intentar darle alcance y com- 
partir el último tramo antes de llegar a la Facultad; hemos tenido 
la suerte de que el camino a la Facultad desde nuestras casas fue- 
ra coincidente, lo que ha posibilitado que en muchas ocasiones 
hayamos compartido el recorrido al trabajo o de vuelta. 

No puedo terminar esta pequeña introducción sin agradecer- 
te una vida dedicada a la academia, y a la ciencia; ahora te toca 
disfrutar de familia y las amistades, de Granada y de Cantoria. 
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Con motivo de la jubilación de 
Isidoro Segovia y Pablo Flores 


With the occasion of Isidoro Segovia 
and Pablo Flores's retirement 


Luis RICO ROMERO 
Catedrático Emérito. Académico de la Academia de Ciencias de Granada. 
Universidad de Granada 


Resumen 

La redacción de un libro en homenaje a los compañeros del Grupo de Didáctica 
de la Matemática. Pensamiento Numérico FOM-193, a raíz de su jubilación, se 
ha convertido en una actividad anual que, si bien es emprendida con alegría 
por todos los integrantes del grupo, su implementación no está exenta de difi- 
cultades. El actual curso académico 2021-2022 corresponde a los profesores 
Dr. P. Flores y Dr. |. Segovia finalizar su actividad académica profesional, por lo 
cual se ha acordado la edición de este libro. Memoria y reconocimiento a lsi- 
doro Segovia y Pablo Flores en su jubilación. 


Palabras clave: análisis didáctico, contenidos didácticos, currículo matemáti- 
co, educación matemática, significados del contenido matemático escolar 


Abstract 

The writing of a book as a tribute to the colleagues of the Mathematics Didac- 
tics Group. Numerical Thinking FOM-193 due to their retirement, has become 
an annual activity that, although all members of the group cheerfully under- 
take it, its implementation is not without difficulty. The current academic year 
2021-2022 corresponds to the professors Dr. P. Flores and Dr. |. Segovia to 
finish their professional academic activity, for which the edition of this recog- 
nition book has been agreed. Memory and recognition for Isidoro Segovia and 
Pablo Flores in their retirement. 


Keywords: didactic analysis, didactic contents, mathematics curriculum, 
mathematics education, school mathematical content meanings 


1. Preliminar 


La redacción de un libro como homenaje a los compañeros del 
Grupo Didáctica de la Matemática. Pensamiento Numérico 
FQM-193, con motivo de su jubilación, se ha convertido en una 
actividad anual que, si bien es asumida animosamente por todos 
los miembros del grupo, su realización no está exenta de dificul- 
tad. Mi contribución a este trabajo consiste en el texto que aquí 
presento y requiere para su interpretación disponer de compo- 
nentes y referentes fundados, como los que aquí se enumeran: 


e Un marco teórico estructurado, con categorías conceptuales 
definidas, sostenido por una comunidad de estudiosos y ex- 
pertos, de la cual los homenajeados hacen parte. 

e Unos principios y procedimientos académicos e intelectuales 
compartidos, que indaguen y muestren un modo de partici- 
pación en un proyecto común. 

e Una técnica establecida y su práctica disciplinar regular. 

e Una orientación profesional planificada y practicada con 
otros compañeros, que integre semejanzas y ajuste diferen- 
cias. 


Estas notas introductorias plantean un doble reto, pues pro- 
ponen resumir y presentar algunos datos profesionales sobre Isi- 
doro Segovia y Pablo Flores, al abordar esta tarea con ocasión de 
la coincidencia temporal en su jubilación. 

Por ello, cuando queremos sintetizar las coincidencias profe- 
sionales de personalidades diferentes como las de Isidoro Sego- 
via Alex y Pablo Flores Martínez, mediante su ejemplificación en 
tareas compartidas, no cabe resumirlas mediante una lista de ac- 
tividades y publicaciones que subraye el cumplimiento formal y 
sostenido de sus obligaciones, como consta en sus respectivas 
hojas de servicio. 

Mi propósito se ha orientado a identificar conceptos, ideas u 
opiniones sustantivas de nuestros protagonistas al respecto y 
evocar algunas de sus aportaciones profesionales en que hayan 
trabajado como coautores, singularmente aquellas en que tuve 
oportunidad de colaborar. Singularmente, por lo que se refiere a 
esta reflexión, no me ha resultado sencillo encontrar una pers- 
pectiva que muestre un enfoque común robusto y apropiado, 
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que sintetice y resuma los conocimientos y expectativas, méto- 
dos y actitudes en los que ambos han coincidido y destacado 
durante sus años de trabajo profesional. 

Mi argumentación reflejará mi particular valoración y aprecio 
sobre los dos protagonistas de este relato, personalidades didác- 
ticas fuertes, bien definidas y distintas, en quienes quiero reco- 
nocer la honestidad, valor profesional y sentido intelectual del 
trabajo en educación matemática. 

Resulta grato reconocer aquellas virtudes humanas, cualida- 
des docentes e investigadoras en las que han destacado nuestros 
compañeros en el momento en que concluyen su vida académi- 
ca. Ese balance comparativo no resulta sencillo de realizar. 


1.1. Objetivo de este documento 


Este documento ejemplifica mi interpretación de la actividad 
que han realizado Pablo e Isidoro en las pasadas décadas, por el 
trabajo compartido por ellos. Las ideas están recogidas de distin- 
tos documentos. Su fundamento está en textos escritos y publi- 
cados por ellos junto con otros redactados también por mí, cuya 
elección e interpretación son de mi responsabilidad. 

Mi intención no es presentar un resumen laudatorio del curri- 
culum vitae de nuestros dos compañeros en este momento de su 
jubilación. Mi propósito es más simple: me propongo recoger y 
ordenar ciertas aportaciones académicas destacables de sus bio- 
grafías que permitan sintetizar aquellas contribuciones realiza- 
das, que ponen de manifiesto comparativamente la peculiaridad 
y relevancia profesional alcanzada, relativa a referentes comu- 
nes, recogidas en esos mismos documentos o similares. Con este 
objetivo espero responder a las cuatro condiciones explicitadas 
en la introducción. 

A partir de este propósito, desarrollo los conceptos que am- 
bos manejan en su marco teórico y, posteriormente, ejemplifico 
una noción básica que funge como concepto matemático bási- 
co sencillo —cota/acotación— que analizo como contenido didác- 
tico básico a partir de un texto poético, con el cual quiero mostrar 
ciertos sentidos y modos de uso de nociones relevantes relacio- 
nadas. 
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1.2. Los protagonistas 


En el presente curso 2020-2021 se produce la jubilación de los 
profesores Isidoro Segovia Alex y Pablo Flores Martínez, profeso- 
res titulares de Universidad en el Departamento de Didáctica de 
la Matemática de la Universidad de Granada; también ambos in- 
vestigadores del Grupo Didáctica de la Matemática. Pensamien- 
to Numérico FQM-193 (http://fqm193.ugr.es) del Plan Andaluz 
de Investigación, Desarrollo e Innovación (PAIDI). 

Isidoro Segovia se incorpora al área de conocimiento Didác- 
tica de la Matemática (DDM) a principios de marzo de 1981, 
para cubrir plaza de Profesor Contratado en la entonces Cáte- 
dra de Matemáticas de la Escuela Universitaria de Formación 
del Profesorado de EGB de Granada, por fallecimiento de la 
profesora Romero Fornovi. A lo largo de cuarenta años ha desa- 
rrollado su docencia e investigación en el área de DDM en la 
UGR. 

Pablo Flores se incorpora al Departamento de Didáctica de la 
Matemática de la Universidad de Granada (DDM-UGR) en 1989, 
mediante concurso de méritos en un programa de promoción 
para Profesorado de Secundaria en las Universidades Andaluzas. 
A lo largo de 24 cursos ha desarrollado su docencia e investiga- 
ción en el área de DDM en la UGR. 

Desde su incorporación, Isidoro y Pablo se integran plena- 
mente en el área de DDM, impartiendo docencia en la práctica 
totalidad de las materias troncales y optativas correspondientes 
al área, singularmente en el diseño de sus módulos prácticos. Li- 
deran la planificación de las materias de Educación Matemática 
en el Plan de Estudios de Magisterio de 1971, en la Diplomatura 
de Profesorado de EGB, en las asignaturas correspondientes a la 
Licenciatura de Matemáticas: Didáctica de la Matemática en Ba- 
chillerato y Prácticas de Enseñanza, y sus modificaciones sucesi- 
vas. Igualmente, planifican las materias troncales en las distintas 
especialidades de los Grados de Magisterio debidos al Espacio 
Europeo de Educación Superior (EEES). 
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2. Marco teórico: comunidad de 
educadores matemáticos 


La actividad profesional de Isidoro y de Pablo en la UGR se reali- 
za en el Departamento de Didáctica de la Matemática, durante el 
casi medio siglo de su vida profesional. Su actuación está dedica- 
da a enseñar conceptos básicos bien establecidos, relacionados 
por procedimientos sencillos y destrezas precisas, con los cuales 
desarrollan actitudes positivas hacia las matemáticas escolares y 
hacia la planificación y consecución de sus aprendizajes. Esas 
nociones organizan los contenidos didácticos para formar al 
profesor de matemáticas y hacer inteligible los mundos físico, 
intelectual y social en las aulas. Mediante nociones educativas y 
matemáticas básicas organizan y representan la estructura de la 
realidad, así orientan y dirigen la formación de docentes. 


2.1. Ámbito de actuación: educación matemática 


Tanto entre docentes de matemáticas en el sistema educativo 
como entre expertos en las diversas disciplinas matemáticas, 
identificamos a los educadores matemáticos como profesiona- 
les, miembros de una comunidad vinculados conjuntamente 
con la matemática y la educación: 


Entendemos por educador matemático a toda persona que pretende 
formar o instruir a otra, u otras, mediante las matemáticas, es decir, 
considera las matemáticas en todo o en parte como objeto de edu- 
cación para las personas a cuya formación y desarrollo está contri- 
buyendo. (Rico y Sierra, 1991, p. 22) 


Esta caracterización permite distinguir los profesores de mate- 
máticas de los investigadores en educación matemática; ambas 
comunidades como colectivos profesionales diferentes, de inter- 
sección no vacía, en la comunidad de educadores matemáticos. 
Los miembros del Grupo FQM-193, con Pablo e Isidoro inclui- 
dos, compartimos una visión cultural de las matemáticas: 


¿Qué entendemos por educación matemática? Niños, adolescen- 
tes y jóvenes reciben parte importante de su herencia cultural a 
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través de un sistema social de formación organizado, que se deno- 
mina sistema educativo. Las matemáticas forman parte de la cultura 
que transmite el sistema educativo y son parte esencial de la for- 
mación básica que han de compartir todos sus miembros; por 
ello tiene pleno sentido hablar de educación matemática. [...] 
Desde la perspectiva del especialista consideramos la educación 
matemática como conjunto de ideas, conocimientos y procesos 
implicados en la construcción, representación, transmisión y va- 
loración del conocimiento matemático que tiene lugar con carác- 
ter intencional. La educación matemática que se transmite por 
medio del sistema escolar tiene rasgos epistémicos de actividad 
científica básica [...] También la actividad de los profesores y los 
procesos para su formación como profesionales quedan compren- 
didos dentro de la educación matemática. (Rico et al., 2000, 
pp. 351-406) 


La educación matemática puede entenderse como la activi- 
dad de una comunidad de indagación erudita, dirigida al cono- 
cimiento y comprensión de los procesos implicados en la ense- 
ñanza y aprendizaje de las matemáticas y en la creatividad mate- 
mática (Rico, 2012, pp. 89-92). Desde esta perspectiva, en el 
marco teórico de nuestros autores, los contenidos matemáticos 
del currículo, junto con sus significados, también se entienden 
como contenidos didácticos. 


La creación matemática se puede vincular a ritmos variados, tam- 
bién a los contrapuntos de espacio y de tiempo. No todo es suma o 
resta de funciones ni la multiplicación de coeficientes, ni la meri- 
diana claridad en el manejo de las incógnitas. (Azuela, 1993, p. 15) 


2.2. Contenidos matemáticos y didácticos 


Números y figuras constituyen campos conceptuales diferentes, 
ambos campos de reflexión organizados mediante conceptos y 
estructuras, que sostienen el conocimiento matemático de refe- 
rencia. Números y formas no son objetos matemáticos distintos, 
separados o alternativos, más bien se complementan por múlti- 
ples relaciones que constituyen conceptos y estructuras nuevas, 
dan lugar a disciplinas matemáticas distintas, enriquecen y pro- 
fundizan ideas primitivas, extienden su ámbito inicial, aplican y 
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mejoran la inteligibilidad del mundo en términos de tales sím- 
bolos y figuras. 


Lo que más llama la atención al matemático en formación es la su- 
puesta armonía. [...] Lo esencial se va dando: los números y las figu- 
ras geométricas se entrometen en su diseño. El universo tiene senti- 
do, adquiere una razón de ser, por la medida de sus cuerpos, sus 
volúmenes y sus pesos, por sus distancias recorridas y sus tiempos 
transcurridos. Detrás de todo hay una cantidad, una línea, una cur- 
va, un número; hay un lenguaje adquirido por los sabios de la arit- 
mética y de la geometría [...] Parece que la esencia de cada elemen- 
to, cada línea, cada trazo, cada objeto, corresponde a un número; 
nada escapa a una cantidad precisa. El sueño de Pitágoras parece 
cumplirse en la mente del observador. [...] Entre sentimientos con- 
fusos el cosmos tiene un sentido, un proyecto, una ingenua geome- 
tría por todos sus rincones. (Azuela, 1993, pp. 36-41) 


Las preferencias didácticas de Isidoro y Pablo se orientan ha- 
cia los significados de conceptos y estructuras matemáticas bási- 
cas y generales, junto con sus correspondientes alternativas di- 
dácticas. Isidoro prioriza la intencionalidad y condiciones de 
aprendizaje de los contenidos matemáticos escolares, singular- 
mente los significados de los contenidos numéricos, así como las 
tareas y modos de uso que planifican su enseñanza. Pablo centra 
su atención en las tareas y procesos de aprendizaje escolar, junto 
con el diseño y coherencia de esas tareas; singularmente, los sen- 
tidos y las expectativas, sus imitaciones, y oportunidades. 


3. Organización y práctica disciplinar 


El análisis de los contenidos didácticos identificados en los docu- 
mentos y los textos educativos generales, y en los documentos 
curriculares específicos sobre matemáticas escolares identifica el 
conocimiento didáctico del profesor y muestra los concepto y ca- 
tegorías para su organización. Tal análisis identifica y caracteriza 
tres funciones distintas de los expertos en educación matemática, 
según destaquen estructuras y tareas formales propias de un in- 
vestigador, conceptos necesarios para un formador, o nociones 
prácticas y técnicas de un responsable de planificar la actividad 
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escolar. Cuando un experto se ciñe a alguna de esas funciones, 
elige y da preferencia a una opción dependiendo de los fines y 
objetivos de formación escolar que se propone alcanzar y de los 
tipos de textos elegidos para su análisis (Flores, 2016, pp. 69-84). 


3.1. Contenido didáctico en el currículo de matemáticas 


Un educador matemático experto puede ejercer como investiga- 
dor ante la comunidad de educadores matemáticos. Como inves- 
tigador, el profesional indaga en los fenómenos, detecta e identifica 
problemas que descubre, los interpreta y avanza nuevas respuestas 
cuyas soluciones critica e integra; mediante ellas fundamenta cono- 
cimientos objetivos que comparte para contribuir a un mejor desa- 
rrollo de la disciplina. 

Un experto actúa como formador cuando trasmite a los educa- 
dores matemáticos experiencias consolidadas y conocimientos fun- 
dados, que les inician y habilitan para un ejercicio profesional 
competente en la enseñanza de las matemáticas, fomenta el domi- 
nio técnico de recursos y materiales didácticos, y les proporciona 
maestría en la construcción, comprensión y comunicación de significa- 
dos para las matemáticas escolares. Como formador, el experto siste- 
matiza y racionaliza los contenidos didácticos de las matemáticas esco- 
lares que requiere para su trabajo el profesional competente. 

En tercer lugar, como planificador, el experto diseña e imple- 
menta propuestas prácticas para la enseñanza de la matemática, 
inteligibles y comunicables; escoge actuaciones prácticas y comparti- 
das, teóricamente interpretables, técnicamente viables y fácilmen- 
te revisables. Como planificador, el experto selecciona los conteni- 
dos de las matemáticas escolares, los dota de significado y los organi- 
za mediante unidades didácticas para su comprensión por los escolares 
(Rico, 2019). 


3.2. Marco teórico compartido: currículo 
en educación matemática 


En sentido educativo general, currículo es un término establecido 
para denotar la planificación y puesta en práctica de un programa de 
formación. Un currículo consiste en una propuesta de actuación 
educativa y su realización; se sitúa entre la declaración de princi- 
pios generales y su traducción práctica, entre lo que se prescribe 
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y lo que sucede en el aula. Cada currículo concreta unos princi- 
pios ideológicos, conceptuales, pedagógicos y psicopedagógicos 
que, en conjunto, proponen una orientación para el sistema o 
institución educativa (Stenhouse, 1984). 


3.3. Nociones preferentes 


Pablo e Isidoro han trabajado detallada y sistemáticamente los 
documentos y textos de los currículos escolares de geometría y 
de los sistemas numéricos. Estas opciones responden a la impor- 
tancia que tienen ambos sistemas conceptuales en el currículo 
de la educación obligatoria, que atienden a la educación de los 
ciudadanos y a su desarrollo posterior, como muestran los estu- 
dios y publicaciones que cada uno ha realizado a lo largo de es- 
tos años. 

Así, podemos identificar que el foco prioritario de interés 
para Isidoro está en los significados de las nociones de número y 
cantidad, es decir, en los sistemas y estructuras numéricas, sus 
distintas representaciones y sentidos, en los cuales las nociones 
de cota/acotación son relevantes. Prestan especial dedicación e in- 
terés por los estudios evaluativos para interpretar la calidad de 
los aprendizajes escolares mediante técnicas cuantitativa y so- 
porte estadístico. 

Por el contrario, las preferencias de Pablo se han orientado 
hacia los significados didácticos de nociones lógicas, relaciones 
deductivas y estructuras preferentemente cualitativas; los estu- 
dios e investigaciones a los que Pablo ha prestado especial aten- 
ción a nociones y análisis cualitativos trabajan con soportes fac- 
toriales, análisis clústeres y multivariantes, buscando correlacio- 
nes entre resultados que ayuden a establecer implicaciones o 
incompatibilidades correlaciónales. Pablo ha trabajado indistin- 
tamente sobre diferentes campos y estructuras matemáticas, con 
cierto gusto por las formas, trasformaciones relaciones geométri- 
cas. En todos los casos ha prestado atención a los significados 
—representaciones, estructuras y sentidos— de tales nociones. 

Cada uno presta prioridad a unos conceptos matemáticos y 
los sistemas señalados por diferencias fáciles de identificar. 
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3.4. Niveles de reflexión y estructura curricular 


Los niveles de reflexión que se abordan y estudian desde un mar- 
co curricular son diversos. Los niveles se presentan al trabajar un 
currículo concreto. Así, cuando se asume el currículo como plan 
de trabajo para el profesor, como plan de acción, la actuación en 
el aula es el nivel de concreción elegido. Las Órdenes del Ministe- 
rio de Educación regulan la concreción curricular, centran el plan 
de trabajo para unas condiciones espacio temporales dadas y lo 
expresan mediante unos contenidos, objetivos, metodología y 
criterios de evaluación. 

La administración educativa marca otro nivel, que contempla 
el currículo como instrumento de actuación en el sistema escolar y 
propone otro nivel de concreción curricular. Los conocimientos 
se sistematizan mediante materias y asignaturas, los aprendizajes 
escolares se organizan por niveles, los profesores asumen res- 
ponsabilidades, el centro escolar realiza la evaluación. 

También se trabaja el currículo desde un nivel de reflexión dis- 
ciplinar y académica, donde se estudian sus fundamentos teóricos 
y su implementación en el aula desde distintas disciplinas. Fa- 
cultades de Educación y Centros de Formación, abordan el estu- 
dio especializado del currículo de matemáticas. 

En cada nivel de reflexión resultan pertinentes las cuestiones 
curriculares para qué esa formación, cuáles contenidos de forma- 
ción, cómo se puede alcanzar y qué formación se alcanzó. Las 
componentes proporcionan un núcleo de conceptos, que dan 
respuesta adecuada a cuestiones curriculares básicas en cada ni- 
vel (Rico, 1997). 


3.5. Organizadores del currículo 


Para formar profesores de matemáticas, consideramos necesario 
disponer de un marco compartido de ideas fundadas, basadas en 
conceptos y categorías, que estructuren la información que se 
identifica de cada currículo, sistematice su estudio, lo caracterice 
y permita su comparación con otras propuestas distintas. Di- 
mensiones y niveles curriculares proporcionan una estructura 
inicial para el currículo que se trabaja. En cada dimensión y ni- 
vel se trabaja con un sistema de categorías propias conocidas 
como organizadores del currículo (Flores, 2016; Rico, 1997). Cada 
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concepto elegido como objeto de análisis se estudia mediante 
los términos y sentidos clave identificados sobre el texto escolar 
escogido (Rico, 2016, p. 96; Rico y Ruiz-Hidalgo, 2018). Dicho 
concepto se maneja con el método de análisis, mediante el cual 
se identificarán, extractarán y sintetizarán las nociones subordi- 
nadas y los elementos relacionados relevantes. Tal método de 
análisis se sustenta en la identificación, organización, secuen- 
ciación y jerarquización de las unidades o elementos de forma- 
ción, obtenidos de textos, documentos y materiales curriculares, 
según dimensiones, categorías y componentes didácticos, ha- 
ciendo parte de la estructura conceptual basada en la noción de 
currículo. 


4. Orientación profesional 
planificada y practicada 


Desde el curso 2010-2011, las universidades españolas adecua- 
ron sus titulaciones al marco establecido por el Espacio Europeo 
de Educación Superior (EEES). El marco europeo parte de la De- 
claración de Bolonia, aprobada por 29 países europeos, entre 
ellos España. La Declaración tiene como objetivo estructural la 
adopción de un sistema de titulaciones flexible y comparable, 
sostenido por un sistema de créditos comunes: Sistema Europeo 
de Transferencia de Créditos, ECTS (European Credit Transfer Sys- 
tem), junto con la promoción de referencias comunes europeas 
para la educación superior, con énfasis en la cooperación curri- 
cular y el fomento de la empleabilidad. 


4.1. Aportaciones 


Pablo e Isidoro han destacado por asumir el liderazgo en la pro- 
gramación y la orientación de los créditos de las asignaturas 
troncales correspondientes al área de Didáctica de las Matemáti- 
cas en las distintas especialidades para los Grados de Magisterio, 
y de Matemáticas dentro de un marco curricular. Desde comien- 
zos del siglo XXI, la contribución de nuestros protagonistas en el 
trabajo editado por Castro (2001) muestra prioridades claras en 
sus aportaciones desde los comienzos de la reforma de los pla- 
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nes de estudios: Aprendizaje y evaluación (Flores, 2001, pp. 41- 
60) y Unidades didácticas. Organizadores (Segovia y Rico, 2001, 
pp. 83-104). 

También en estos últimos años nuestros autores han contri- 
buido en su docencia a configurar los Programa de Tercer Ciclo 
de Didáctica de la Matemática, Programa de Formación de Pro- 
fesores de Matemáticas de Secundaria cuya responsabilidad han 
mantenido. Singularmente, destacan en la coordinación de los 
trabajos de diseño, planificación, implementación y evaluación 
de los materiales didácticos preparados. 


4.2. Colaboración con Isidoro Segovia 


La prioridad que Isidoro concede a los sistemas y estructuras nu- 
méricas como campo conceptual preferente para atender a la for- 
mación de Maestros y profesores de Secundaria ha tenido una 
amplia difusión y se encuentra tratada en el libro Matemáticas 
para Maestros de Educación Primaria (Segovia y Rico, 2011), mate- 
ria Obligatoria dirigida a los alumnos de Primer Curso de todas 
las especialidades del actual Grado de Maestro. Este manual está 
coordinado por Segovia y Rico, y participan en su redacción 
otros 21 autores; este libro se estructura en 17 capítulos de los 
cuales 11 se dedican a estructuras aritméticas, cantidades y su 
medida, 4 capítulos a geometría y 2 a la iniciación en estadística 
y probabilidad. 

El libro Estimación en Cálculo y Medida (Síntesis, 1989) es un 
documento anterior, preparatorio de la tesis doctoral de Isidoro, 
manual dirigido a profesores de Educación Secundaria, desarro- 
lla y sistematiza el campo conceptual correspondiente, descuida- 
do en los programas escolares y en la formación del profesorado. 
Las ideas y conceptos relacionados con las nociones de cota y de 
acotación, desempeñan un papel relevante en esta estructura. 


4.3. Colaboración con Pablo Flores 


Entre los trabajos en que colaboro con Pablo Flores destaca el li- 
bro Enseñanza y aprendizaje de las matemáticas en Educación Prima- 
ria (Pirámide, 2015), materia opcional dirigida a los alumnos 
del Grado de Maestro en Educación Primaria, y en varias espe- 
cialidades como el Grado de Maestro de Educación Física. Edu- 
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cación Infantil, y otros ofertados en cada Universidad. Este ma- 
nual está coordinado por Flores y Rico y se estructura en 15 capí- 
tulos, donde participan en su redacción 25 autores. Se organiza 
en tres partes: «Fundamentos», «Sentido matemático escolar» y 
«Enseñanza y aprendizaje». 


Los autores hemos centrado nuestra propuesta en el desarrollo de 
conocimientos, el logro de capacidades y la mejora de actitudes re- 
lativas a la enseñanza y al aprendizaje de las matemáticas escolares. 
Para ello hemos propuesto un marco estructurado general sobre el 
conocimiento didáctico de las matemáticas escolares, ampliamente 
ejemplificado. [...] Una primera parte dedicada a fundamentos y 
cuestiones generales. [...] Nociones centrales son las de análisis cog- 
nitivo y análisis de instrucción, junto con sus organizadores. [...] La 
segunda parte consta de otros cuatro capítulos, centrados en el sen- 
tido matemático escolar para cada uno de los bloques de conteni- 
dos establecidos por el currículo para las matemáticas escolares de 
la educación obligatoria. [...] La tercera parte está dedicada a la en- 
señanza y aprendizaje de distintos conceptos y estructuras que des- 
tacan en el currículo de matemáticas. [...] La propuesta formativa 
que se hace al estudiante para maestro es amplia y diversificada. 
Ejemplifica detalladamente el marco conceptual establecido previa- 
mente mostrando la utilidad de los organizadores curriculares so- 
bre aprendizaje y enseñanza. (Flores y Rico, 2015, pp. 17-18) 


4.4. Colaboraciones conjuntas 


Como broche a los trabajos en colaboración con Segovia y Flo- 
res, destaco los capítulos redactados en el libro Elementos de Di- 
dáctica de la Matemática para el profesor de Secundaria (Rico y Mo- 
reno, 2016), con 20 capítulos y estructurado en 5 bloques, en 
donde participan 8 autores. El libro está dirigido a la formación 
didáctica de los profesores de matemáticas de Secundaria. 

Tanto Segovia como Flores participan como autores de este 
libro, el primero responsable de la autoría de un capítulo y el 
segundo de tres. La participación de nuestros compañeros en 
este manual ha supuesto una profundización destacada en el 
marco curricular y en la determinación de los contenidos didác- 
ticos mediante los conceptos y categorías que sustentan el análi- 
sis didáctico. 
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Manual de referencia para este tercer libro es el documento 
Análisis Didáctico en Educación Matemática (Rico et al., 2013), con 
21 capítulos estructurado en 4 partes, donde participan 41 auto- 
res. El libro recoge aportaciones de miembros del grupo de In- 
vestigación Didáctica de la Matemática. Pensamiento Numérico 
(FQM-193) y otros grupos de investigación afines, resultados de 
investigaciones, artículos, publicaciones, comunicaciones e in- 
tervenciones en seminarios y congresos. Isidoro y Pablo han asu- 
mido de modo continuado y coordinado el liderazgo en la pro- 
gramación y la orientación de los créditos de las asignaturas 
troncales correspondientes al área de Didáctica de las Matemáti- 
cas de las distintas especialidades para los recientes Grados de 
Magisterio, y Matemáticas. 

También han contribuido con su docencia a configurar los 
Programas de Tercer Ciclo de Didáctica de la Matemática, Pro- 
grama de Formación de Profesores de Matemáticas de Secunda- 
ria en estos últimos años a cuya elaboración han contribuido 
ininterrumpidamente. 


4.5. Investigación 


Pablo e Isidoro son miembros activos del Grupo de Investigación 
Didáctica de la Matemática. Pensamiento Numérico (FQM-193), 
del Plan Andaluz de Investigación, Desarrollo e Innovación 
(PAIDI) de la Junta de Andalucía, Sus contribuciones la concre- 
tan sus propuestas y participación en proyectos de investigación, 
redacción de informes, dirección de tesis doctorales, tesinas y 
otros documentos de investigación; colaboración en publicacio- 
nes, memorias, artículos y comunicaciones, asistencia a congre- 
sos, contribución en encuentros y reuniones relativas a las líneas 
de investigación de dicho grupo. 

Información detallada de la actividad investigadora, las pro- 
ducciones y las publicaciones derivadas de nuestros protagonis- 
tas se pueden localizar en http://fqm193.ugr.es 
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5. Sentido y significado: ejemplo de análisis - 
sentido de la noción de acotación 


Seguidamente, se muestra el esquema de un proceso con cinco 
pasos o apartados consecutivos que ejemplifican una secuencia 
para establecer el sentido de las nociones de cota/ acotación, si- 
guiendo un texto literario. El método derivado de los pasos se- 
ñalados es: 


I. El texto 

II. Términos y sentidos clave 
III. Sentido en el texto 
IV. Funciones de la acotación 
V. Técnicas de acotación 


Con este esquema, derivado de analizar el sentido en el texto 
de un poema, trato de ejemplificar un análisis de significado me- 
diante estudio de los sentidos de las nociones cota/acotación en 
un brillante texto poético. 

Se muestra la búsqueda del sentido matemático de esas no- 
ciones en el poema La ventana (Oliván, 2018) (véase Apéndice). 

La secuencia siguiente destaca los cinco pasos que llevan a 
cabo un análisis del término acotación, hasta llegar al sentido y 
sus técnicas en el texto manejado: 


Texto —> Términos y sentidos —> Sentido en el texto — Funciones 
del concepto acotación —> Técnicas de uso del concepto 


El análisis didáctico propone profundizar en la riqueza y va- 
riedad de los significados de los conceptos matemáticos escola- 
res y didácticos mediante estudio de los sentidos y modos de uso 
del término que lo expresa. Este método permite plantear, entre 
otras, las cuestiones siguientes: 


e ¿Qué textos introducen/utilizan un concepto básico? 

e ¿Cuántos usos tienen los términos cota/acotación? 

e ¿Cuáles son matemáticos? ¿Cuáles son numéricos y cuáles 
geométricos? 
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Estructuras matemáticas, Representaciones y Sentidos son 
componentes que caracterizan los significados de un concepto 
matemático escolar. Entender, procesar y usar apropiadamente 
un concepto matemático escolar son tres condiciones de su do- 
minio. En este análisis acotación es un concepto básico, útil para 
aritmética y geometría, que hemos ejemplificado. 

Sirva este sencillo ejemplo para mostrar la profundidad y al- 
cance del marco conceptual manejado, junto con los procedi- 
mientos seguidos, la organización disciplinar, y la orientación 
profesional empleada. Nociones básicas como los sentidos de 
cota/acotación permiten vincular la orientación metodológica y 
docente de ambos autores, en simultáneo, junto con las raíces de 
mi vinculación con el trabajo de ambos. 


6. Conclusión 


Quienes conocen a Isidoro Segovia y a Pablo Flores pueden con- 
venir que, siendo dos personalidades bien definidas, con gran- 
des capacidades profesionales, vocacionalmente dedicados a la 
formación de profesores y empeñados en contribuir al desarro- 
llo de unos mismos proyectos, no por eso dejan de tener perfiles 
didácticos y profesionales singulares y bien diferenciados. En es- 
tos ámbitos, ambos dan prioridad al trabajo escolar y didáctico 
mediante estudio analítico de conceptos y estructuras matemáti- 
cas, con prioridades conceptuales muy diferentes: números y 
cantidades vs. forma, tamaño y posición. 

Como hemos desarrollado, nuestros jubilados han profundiza- 
do en el dominio y la observación de fenómenos didácticos, me- 
diante empleo de los marcos teóricos descritos y de otros distintos, 
manteniendo un método analítico similar en las cuatro dimensio- 
nes trabajadas: conceptual, intencional, organizativa y evaluativa. 

Otros muchos aspectos de su actividad han quedado sin desa- 
rrollar, especialmente las actividades investigadoras y las de ad- 
ministración y gestión. Esta última, merecedora de un estudio 
particular, la personalidad y el trabajo de Isidoro y de Pablo han 
marcado fuertemente la orientación, el desarrollo y el progreso 
del Departamento de Didáctica de la Matemática de la Universi- 
dad de Granada, en los últimos 25 años tareas que han realizado 
con dedicación, generosidad y lucidez. 
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Esta historia queda por escribir, lo cual se hará detalladamen- 
te en algún momento. A sus compañeros nos queda reconocer 
su buen hacer, disponibilidad, naturalidad y ausencia de prota- 
gonismos. 
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8. Apéndice 
Poema La ventana extraído de Oliván (2018, pp. 17-18) 


I. El texto 
La ventana engrandece lo que enmarca, 
une todo con todo: 
el estudiante de la bufanda roja, 
los obreros de azul, saliendo de aquel bar con prisas 
el perro absurdo que observa con su hocico, 
en ella, 
ahora, 
significan más. 
Basta con acotar nuestra mirada, 
para que en su interior crezca una red 
que pesca entre las cosas peces vivos 
Escribir poesía es, de algún modo, 
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Estar enfermo de buscar ventanas. 

Y estar enfermo de pensar quien puede, 
Borrosamente 

Desde el otro lado 

Mirarte a ti 

Significando qué 


II. Términos y sentidos clave 
La ventana engrandece lo que enmarca, 
une todo con todo: 
el estudiante de la bufanda roja, 
los obreros de azul, saliendo de aquel bar con prisas 
el perro absurdo que observa con su hocico, 
en ella, 
ahora, 
significan más. 
Basta con acotar nuestra mirada, 
para que en su interior crezca una red 
que pesca entre las cosas peces vivos 
Escribir poesía es, de algún modo, 
Estar enfermo de buscar ventanas. 
Y estar enfermo de pensar quién puede, 
Borrosamente 
Desde el otro lado 
Mirarte a ti 
Significando qué 


III. Sentido en el texto 
Ventana engrandece lo que enmarca, une todo con todo, en ella, 
ahora, significan más. Acotar nuestra mirada, Escribir poesía, 
buscar ventanas. Y estar enfermo de pensar quién puede. Mirarte 
a ti, Significando qué. 


IV. Funciones de la acotación 
Engrandecer, significar, incrementar el conocimiento 


V. Técnicas de acotación 
Escribir, buscar límites, mirar, significar 
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Instrumentos para la evaluación del 
sentido numérico en los primeros 
años de aprendizaje matemático 


Instruments for the assessment of number sense 
in the early years of mathematical learning 


NATIVIDAD ADAMUZ-POVEDANO, ELVIRA FERNÁNDEZ-AHUMADA, 
ENRIQUE MARTÍNEZ-JIMÉNEZ Y MANUEL TORRALBO-RODRÍGUEZ 
Universidad de Córdoba 


Resumen 

En el ámbito de la investigación en educación matemática, la importancia del 
sentido numérico ha estado presente desde hace décadas. Sin embargo, a pe- 
sar de esta larga trayectoria, no se ha llegado a un consenso sobre su defini- 
ción. En la mayoría de los casos, los autores se limitan a dar un listado de indi- 
cadores que evidencian el grado de desarrollo en relación con las competen- 
cias numéricas. Por otro lado, recientemente, tanto marcos normativos como 
referentes universales han puesto de manifiesto la importancia de fomentar el 
sentido numérico desde los primeros años de aprendizaje. Por ello, se hace 
necesario disponer de instrumentos que permitan medir y evaluar la adquisi- 
ción y desarrollo de esta competencia matemática en escolares. En este traba- 
jo, se ofrece una revisión bibliográfica sobre los instrumentos existentes en la 
literatura con los que medir las diferentes dimensiones que constituyen esta 
importante componente del conocimiento matemático. 


Palabras clave: alfabetización matemática, sentido numérico, evaluación, test 


Abstract 

In the field of Mathematics Education research, the importance of number 
sense has been present for decades. However, despite this long history, no 
consensus has been reached on its definition. In most cases, authors limit 
themselves to giving a list of indicators that show the degree of development 
in relation to numeracy skills. On the other hand, recently, both regulatory 
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frameworks and universal references and have highlighted the importance of 
fostering number sense from the earliest years of learning. For this reason, ¡t is 
necessary to have instruments to measure and assess the acquisition and de- 
velopment of this mathematical competence in schoolchildren. This work of- 
fers a bibliographical review of the existing instruments in the literature with 
which to measure the different dimensions that make up this important com- 
ponent of mathematical knowledge. 


Keywords: numeracy, number sense, assessment, test 


1. Introducción 


La aritmética escolar recibe un tratamiento privilegiado dentro 
de los bloques de contenidos del área de matemáticas en la eta- 
pa de Educación Primaria. En cierto modo, tiene su razón de ser, 
ya que la aritmética tiene valor en sí misma y, además, sirve de 
soporte para el aprendizaje de otros contenidos matemáticos. 
No obstante, para conseguir esa transferencia necesaria a otros 
bloques de contenidos, se deben generar oportunidades de 
aprendizaje que tienen que ir mucho más allá de un entrena- 
miento instrumental del cálculo escrito, que es a lo que se redu- 
ce en muchas ocasiones la enseñanza-aprendizaje de la aritméti- 
ca escolar. En ese sentido, no podemos perder de vista que el 
modelo de aprendizaje actual está basado en el desarrollo de 
competencias; por tanto, el objetivo principal de la matemática 
escolar no es que nuestros estudiantes sean eficientes calculado- 
ras humanas, sino procurar su alfabetización matemática, enten- 
diendo esta como: 


[...] la capacidad de un individuo para identificar y entender el pa- 
pel que las matemáticas tienen en el mundo, hacer juicios bien fun- 
damentados y usar e implicarse con las matemáticas en aquellos 
momentos en que se presenten necesidades para su vida individual 
como ciudadano constructivo, comprometido y reflexivo. (Rico, 
2005, p. 9) 


En el ámbito de la educación matemática aparece el término 
de sentido matemático escolar (Lupiáñez y Rico, 2015), muy vincu- 
lado al de competencia matemática. Dentro del sentido matemáti- 
co, se establece la distinción entre cuatro sentidos: sentido nu- 


40 | Investigación en Educación Matemática 


mérico, sentido de la medida, sentido espacial y sentido estocás- 
tico. En este capítulo nos centramos en el sentido numérico, 
tratando de elaborar una revisión de la literatura en torno a este 
término y los distintos instrumentos que lo miden y evalúan. 


2. Sentido numérico 


La primera vez que aparece en la literatura científica el término 
sentido numérico es de la mano de Tobías Dantzig (1954), hacien- 
do referencia a una habilidad que posee la persona a través de la 
cual puede reconocer cambios en pequeñas colecciones de ele- 
mentos, incluso sin poseer conocimientos relacionados con el 
conteo o la secuencia verbal. Desde entonces, pero sobre todo a 
partir de los años ochenta, encontramos numerosos autores que 
tratan de delimitar el concepto o constructo de sentido numérico 
(Adamuz-Povedano y Bracho-López, 2019). Prueba de ello es el 
incremento de trabajos publicados con el término de sentido nu- 
mérico en el título, desde los 13 artículos publicados en la década 
de los noventa hasta los 71 artículos publicados desde 2010 a 
2016 (Whitacre et al., 2020), o los 103 que encontramos hacien- 
do una búsqueda simple en la base de datos SCOPUS en el inter- 
valo de años del 2017 al 2021. 

Haciendo un análisis de esa literatura, se encuentran numero- 
sos trabajos que ponen de manifiesto las dificultades para defi- 
nir el término (Andrews y Sayers, 2015; Berch, 2005; Dunphy, 
2006; Howell y Kemp, 2005; Lago y DiPerna, 2010; McIntosh 
et al., 1992, Sowder, 1992). En general, se distinguen dos gran- 
des corrientes en relación con el sentido numérico. Por un lado, 
está la corriente de los científicos cognitivos y, por otro, la de los 
educadores matemáticos. Según Berch (2005), ambas corrientes 
conciben el sentido numérico de forma distinta considerando 
dos órdenes; un orden inferior que considera al sentido numéri- 
co como un sentido de la cantidad perceptual innato, como algo 
que forma parte de nuestro legado genético, y un orden supe- 
rior que considera el sentido numérico como un sentido concep- 
tual adquirido a través de la experiencia. Este autor comparte la 
idea de Dehaene (2011) en relación con la necesidad de hipote- 
tizar sobre un sentido numérico único, en lugar de concebirlo 
como constituido por retales de representaciones y habilidades. 


2. Instrumentos para la evaluación del sentido numérico en los primeros años... | 41 


Castro y Segovia (2015), desde la perspectiva de la educación 
matemática, lo definen como: 


[...] una competencia cognitiva que se adquiere y se desarrolla gra- 
dualmente mediante la actividad en el campo numérico, como re- 
sultado de explorar números y relacionarlos con procedimientos 
que se limiten solo a los algoritmos tradicionales. (p. 111) 


Desde esta misma perspectiva de la Educación Matemática, 
McIntosh et al. (1992) afirman que es un término difícil de des- 
cribir, aunque reconocible en la acción, y que el debate debería 
basarse en alcanzar una definición, caracterización o modelo 
que describa el sentido numérico de forma clara y completa. 
Consideran que cuanto más claramente se entienda el sentido 
numérico, más probable será el progreso en la investigación, así 
como en el desarrollo del currículo y la instrucción. 

Por su parte, Andrews y Sayers (2015), fruto de la revisión bi- 
bliográfica hecha con relación a este término, identifican tres 
perspectivas distintas aunque relacionadas entre sí: sentido numé- 
rico preverbal, que refleja percepciones numéricas que son inna- 
tas a todos los humanos y comprende la comprensión de peque- 
ñas cantidades de manera que permiten la comparación (estaría 
en sintonía con lo que Berch (2005) había considerado como 
orden inferior), sentido numérico funcional, que engloba aquellos 
conocimientos relacionados con los números que requieren ins- 
trucción y que suelen producirse durante los primeros años de la 
escuela y, por último, el sentido numérico aplicado, que se refiere a 
un conjunto de conocimientos básicos relacionados con los nú- 
meros, que impregnan todo el aprendizaje de las matemáticas, 
considerándose como necesario para todos los adultos, indepen- 
dientemente de su profesión, y cuya adquisición por parte de to- 
dos los estudiantes debería ser uno de los principales objetivos 
de la enseñanza obligatoria (McIntosh et al., 1992). 

En todos los casos vistos hasta ahora, los autores consideran 
que el sentido numérico surge como conceptualizaciones o in- 
terpretaciones de un mismo constructo. En contraposición, Whi- 
tacre et al. (2020), en una revisión de la literatura de más de 140 
artículos, concluyen que se trata de un problema de polisemia y 
bajo el término de sentido numérico se incluyen tres constructos 
diferentes que ellos denominan sentido numérico aproximado 
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(SNA), sentido numérico temprano (SNT) y sentido numérico madu- 
ro (SNM). 

El SNA está incluido dentro de las habilidades neurológicas 
que tenemos al nacer, por lo cual está relacionado con el orden 
inferior establecido por Berch (2005) y con el sentido numéri- 
co preverbal de Andrews y Sayers (2015). Tiene que ver con la 
percepción y la discriminación de cantidades más que con un 
conocimiento explícito de los nombres y símbolos de los nú- 
meros. Dentro de este constructo estarían los trabajos de De- 
haene (2001) o Geary et al. (2015), entre otros. Las habilidades 
neurológicas asociadas al SNA son la subitización, la discrimi- 
nación cardinal y el uso de la línea numérica mental. En los 
trabajos relacionados con este constructo, se observa que se 
evalúa de distinta forma dependiendo de la población de estu- 
dio. Por ejemplo, en el caso de los bebés se analiza la cantidad 
de atención prestada ante un cambio de cantidad observada, 
habiendo un movimiento de elementos que se quitan o se aña- 
den (Libertus y Brannon, 2009). En el caso de niños y adultos, 
se suelen centrar en las habilidades de los participantes para 
discriminar cantidades de dos conjuntos, pero en este caso ante 
una situación estática (Halberda y Feigenson, 2008). También 
hay investigaciones en las que se hacen mediciones neurológi- 
cas para ver la actividad cerebral durante el desarrollo de una 
tarea. 

El SNT incluye habilidades aprendidas que involucran un co- 
nocimiento explícito de los números, como contar elementos o 
relacionar números representados simbólicamente con numera- 
les. Se le considera un importante predictor del éxito escolar en 
la escuela (Jordan et al., 2009), de forma que las habilidades del 
SNT están en consonancia con las matemáticas escolares en los 
primeros años de aprendizaje, a pesar de que también se adquie- 
ren en contextos informales. Relacionados con este constructo, 
encontramos los trabajos de Andrews y Sayers (2015), Howell y 
Kemp (2010) o Jordan et al. (2010), entre otros. Aunque no hay 
un claro consenso entre autores, podemos señalar que aquí se 
encuentran fundamentalmente las capacidades de reconoci- 
miento de números, conteo, reconocimiento de patrones numé- 
ricos, comparación de números, realización de operaciones arit- 
méticas, conceptos de medición y estimación. En el siguiente apar- 
tado, veremos que las pruebas que se diseñan para medir este 
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sentido numérico temprano se elaboran en función de las habi- 
lidades propuestas en cada caso por los autores. 

Por último, el SNM se centra en hábitos mentales y formas de 
comportarse matemáticamente que se consideran deseables, 
como la manipulación flexible de los números. Abarca el senti- 
do numérico de los números racionales y los estudios encon- 
trados se centran fundamentalmente en grados intermedios y 
formación inicial de profesorado (Markovits y Sowder, 1994; 
McIntosh et al., 1992; Yang y Jan, 2019). Las descripciones de los 
autores tienden a articularse en torno a componentes, conside- 
rándose como una definición apropiada la dada por McIntosh 
et al. (1992): 


El sentido numérico se refiere a la comprensión general de los nú- 
meros y las operaciones por parte de una persona, junto con la ca- 
pacidad y la inclinación para utilizar esta comprensión de manera 
flexible para hacer juicios matemáticos y desarrollar estrategias úti- 
les para manejar los números y las operaciones. Refleja la inclina- 
ción y la capacidad de utilizar los números y los métodos cuantitati- 
vos como medio para comunicar, procesar e interpretar la informa- 
ción. (p. 3) 


En este caso, se observa que el sentido numérico maduro no 
está alineado con la matemática escolar, en el sentido de que 
cuanto más aferrados están los estudiantes a los procedimientos 
estándar menos componentes del SNM exhiben (Reys et al., 
1999; Reys y Yang, 1998). 


3. Instrumentos de evaluación del sentido 
numérico en los primeros años de aprendizaje 


No cabe duda de que, dado que las habilidades numéricas tem- 
pranas son vitales para el aprendizaje posterior de las matemáti- 
cas (Aunio, 2019; Jordan et al., 2009), resulta necesario contar 
con herramientas de evaluación adecuadas que ofrezcan infor- 
mación detallada sobre el rendimiento y desarrollo de los esco- 
lares (Purpura y Lonigan, 2015) y permitan a los docentes plani- 
ficar instrucciones e intervenciones específicas (Aunio, 2019). 
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Entre la tipología de instrumentos existentes, Purpura et al. 
(2015) distinguen aquellos que llevan a cabo medidas discretas, 
evaluando componentes individuales y habilidades matemáticas 
específicas, frente a aquellos que realizan medidas de contenido 
amplio centrándose en múltiples componentes matemáticos. 
Foegen et al. (2007) indican que una herramienta que cubra una 
gama más amplia de contenidos podría ser un medio más idó- 
neo para evaluar las habilidades matemáticas tempranas en es- 
colares, ya que estas, particularmente en los primeros años, se 
desarrollan como una secuencia de conceptos y habilidades co- 
nectadas (National Mathematics Advisory Panel, 2008). 

Los instrumentos que se presentan en este apartado están, en 
su mayoría, enfocados a la evaluación tanto del sentido numéri- 
co temprano como del sentido numérico maduro, según el plan- 
teamiento de Whitacre et al. (2020), ya que consideramos que 
son los de mayor interés en el ámbito de la educación matemáti- 
ca, precisamente por el hecho de ser sentidos que se pueden ad- 
quirir y aprender. Algunos de los instrumentos que se presentan 
no son específicos de sentido numérico, pero abordan algunas 
de sus dimensiones dentro de una evaluación más amplia. Para 
la exposición de los instrumentos se ha seguido un orden crono- 
lógico. 

Uno de los primeros instrumentos encontrados en la literatu- 
ra es el de los autores Okamoto y Case (1996), que indagaron en 
el desarrollo de la comprensión numérica central de 6 a 10 años 
de edad. En el proceso de desarrollo de un instrumento que mi- 
diera dicha comprensión, en el primer nivel, situaron ítems que 
reflejaran un pensamiento unidimensional, en concreto, los ítems 
se diseñaron para contrastar la existencia de una línea numérica 
mental. De esta forma, en el primer nivel encontramos pregun- 
tas como: «¿Qué número viene después del 7?», «¿Qué número 
está antes cuando cuentas hacia delante desde 0, 8, 5, 2 0 6?», 
«¿Qué número está antes cuando cuentas hacia atrás desde 10, 6, 
4,20 97», «¿Qué número es mayor 7 o 9?» o «¿Qué número está 
más cerca del 5: el 6 o el 2?». En un segundo nivel, contempla- 
ron ítems que reflejaran un pensamiento bidimensional que permi- 
tiera a los estudiantes adquirir dos comprensiones conceptuales: 
(1) la relación (aditiva) entre la columna de las unidades y la co- 
lumna de las decenas en el sistema de numeración decimal y (ii) 
la diferencia numérica. Para la primera comprensión, encontra- 
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mos preguntas como: «¿Qué número está cuatro números antes 
del 60?», «¿Qué número está cinco números después del 49? o 
«¿Cuál crees que es el número mayor de dos cifras?». En el caso 
de la segunda, se encuentran ejemplos como: «¿Cuántos núme- 
ros hay entre 3 y 9?» y «¿Cuál es la diferencia entre 8 y 3?». En el 
último nivel, consideraron ítems que reflejaran un pensamiento 
bidimensional integrado, de forma que los niños y niñas que los 
superaran estarían demostrando: (i) una comprensión concep- 
tual integrada de todo el sistema de numeración, es decir, en- 
tienden que el principio aditivo se aplica de forma que diez de- 
cenas son una centena, diez centenas son una unidad de millar... 
(p. ej.: «¿Qué número está diez números después que el 997», 
«¿Qué número está nueve números después que el 9997»), (11) una 
comprensión de situaciones donde dos variables se compensan 
en una operación entre ellas de manera sustractiva (p. ej.: «Este 
número es el 4 y el otro número no lo conocemos. Si la diferen- 
cia entre los dos números es 3, ¿cuál es el número que falta?», y 
(111) la comprensión de que las reglas aditivas se extienden a 
otros sistemas como el dinero y el tiempo (p. ej.: «¿Qué está más 
cerca de 25,35 €: 20,00 € o 30,00 €?»). Las características de este 
instrumento, contemplando los tres niveles que presenta, lo ha- 
cen adecuado para la evaluación del sentido numérico tanto 
temprano como maduro. 

Un instrumento ampliamente utilizado es el denominado 
Early Numeracy Test (ENT) de Utrecht (Van de Rijt et al., 1999). 
Como se desprende de su nombre, se trata de una evaluación del 
nivel de desarrollo de alfabetización numérica en niños y niñas 
de 4 a 7 años. Se administra individualmente, con base en una 
entrevista con cada niño o niña de entre 20 y 30 minutos. En la 
primera versión, sus autores distinguieron ocho dominios mate- 
máticos, de conocimiento numérico y no numérico de las canti- 
dades (habilidades numéricas de naturaleza cognitiva y habi- 
lidades relacionales de tipo piagetiano, respectivamente). Dichos 
dominios se centraron en conceptos de clasificación, corresponden- 
cia uno a uno, seriación, comparación, conteo verbal, conteo estructu- 
rado, conteo resultante y comprensión general de los números. En una 
versión posterior, se añadió el dominio de estimación, el cual ya 
aparece recogido en distintas validaciones que se han hecho de 
este instrumento en otros países (Araujo et al., 2013; Benvenuto 
y González, 2017; Given, 2019). Dadas las dimensiones abor- 
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dadas, este test resultaría idóneo para la evaluación del sentido 
numérico temprano. 

Con el objetivo de medir el conocimiento matemático global, 
Ginsburg y Baroody (2003) diseñaron el Test de Capacidades Ma- 
temáticas Tempranas cuya versión más reciente se corresponde 
con su tercera edición (Test of Early Mathematics Ability - 3.? ed., 
TEMA-3). Este test mide habilidades vinculadas con la matemá- 
tica informal y formal. En relación con la primera, el test consta 
de 41 ítems relacionados con numeración (secuencia verbal as- 
cendente y descendente, cardinal de un conjunto, secuencia par- 
tida, contar verbalmente de n en n), comparación de cantidades 
(juzgar, sin contar, qué colección es mayor; orden; distancias re- 
lativas), cálculo informal (suma como transformación de una co- 
lección en otra mayor, contar a partir del primer sumando, la 
suma n+1 es el número siguiente a n) y conceptos (principios de 
cardinalidad y de conservación, relación partes-todo). En lo que 
respecta a la matemática formal, los 31 ítems del test versan so- 
bre convencionalismos (lectoescritura de cantidades), hechos numé- 
ricos (conocer el resultado de operaciones sencillas, conmutativi- 
dad, dobles pequeños), cálculo formal (operaciones de sumas y 
restas de dificultad creciente) y comprensión del sistema de numera- 
ción decimal (reconocer el «10» como número clave, reconocer 
las equivalencias entre los distintos órdenes de magnitud, con- 
mutatividad de la suma). Este test se puede aplicar en escolares 
de entre 3 y 8 años, con base en una entrevista individual que 
puede durar entre 30 y 40 minutos. Aunque sus autores lo dise- 
ñaron para evaluar el conocimiento matemático global, su análi- 
sis nos lleva a encuadrarlo como idóneo para la evaluación del 
sentido numérico temprano. 

Por su parte, el test Child Math Assessment (CMA) fue desarro- 
llado para evaluar los conocimientos matemáticos informales de 
los niños y niñas de 3 a 5 años en una amplia gama de concep- 
tos (Starkey et al., 2004). De esta forma, el CMA está compuesto 
por 16 tareas que evalúan el conocimiento matemático informal 
en subáreas que incluyen el número, la aritmética, el espacio/ 
geometría, la medida, los patrones y las relaciones lógicas. Las 
tareas que evalúan el conocimiento numérico son: conteo de ob- 
jetos, conteo de un subconjunto, conocimiento del orden de los 
números, comparación de números, términos numéricos ordi- 
nales y reproducción de números. Las tareas aritméticas se cen- 
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traron en suma y resta con objetos concretos, suma y resta sin 
objetos concretos y suma de dos conjuntos. Este test está conce- 
bido para administrarlo individualmente en dos sesiones de 
20-30 minutos realizadas en días distintos. La primera sesión se 
destina a las tareas numéricas y aritméticas, y la segunda sesión a 
las demás. Tanto las tareas de conocimiento numérico como de 
aritmética contemplan algunos de los componentes recogidos 
en el constructo de sentido numérico temprano. 

En el contexto del diseño de una intervención para el aula de 
matemáticas, Wright et al. (2006) desarrollaron el conocido 
como Learning framework in Number (LFIN) para guiar la evalua- 
ción y la enseñanza de las matemáticas en los primeros años de 
aprendizaje. Entre las distintas partes de las que consta, los auto- 
res consideran que las etapas de aprendizaje de la aritmética son 
las más importantes, al estar vinculadas a la sofisticación de las 
estrategias que los escolares utilizan para contar, sumar y restar. 
Para la evaluación de esta parte, los autores distinguen nueve 
grupos de tareas: 1) secuencia verbal ascendente, 2) número pos- 
terior, 3) identificación de numerales, 4) reconocimiento de nu- 
merales, 5) secuencia verbal descendente, 6) número anterior, 
7) orden de numerales, 8) sumas y 9) restas. Esta evaluación 
también se basa en una entrevista individualizada y el instru- 
mento completo puede aplicarse para escolares de edad entre 4 y 
9 años. Al igual que en el caso anterior, las tareas vinculadas con 
la aritmética en este instrumento reflejan algunos de los compo- 
nentes contemplados en el sentido numérico temprano. 

Los autores del instrumento Research-based Early Mathematics 
Assessment (REMA) (Clements et al., 2008) pretendían diseñar 
una herramienta para medir los conocimientos y habilidades 
matemáticas de los niños y niñas de Educación Infantil (3-5 años) 
que abarcara ideas centrales y las áreas de destreza de las mate- 
máticas consistentes con el pensamiento de los niños y niñas y 
generadoras de futuros aprendizajes. Estas áreas fueron: el nú- 
mero, que incluía el conteo verbal, el conteo de objetos, el reco- 
nocimiento de números y la subitización, la comparación de nú- 
meros, la secuenciación de números, el reconocimiento de núme- 
ros, la composición y descomposición de números, y la suma y 
la resta; la geometría; la medida; y los patrones. En este instru- 
mento, los conceptos y procesos generales, como el pensamien- 
to parte-todo, y los correspondientes procesos de composición y 
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descomposición, clasificación y seriación se entretejieron en va- 
rias áreas. La clasificación se tomó como la habilidad fundacio- 
nal apropiada para el dominio del análisis de datos; ningún otro 
concepto o habilidad de áreas como el análisis de datos, la pro- 
babilidad o las fracciones superó los criterios de selección para 
este nivel de edad. Este instrumento se diseñó para ser adminis- 
trado de forma individual a partir de a una entrevista que puede 
durar hasta 60 minutos por niño o niña. Aunque se trata de un 
instrumento cuyo objetivo es la medida del conocimiento mate- 
mático en un sentido amplio, las dimensiones que presenta en 
el área del número resultan muy adecuadas para la evaluación 
del sentido numérico aproximado y temprano. 

Entre los instrumentos que claramente aluden a la evaluación 
del sentido numérico, destacan los de los autores Yang et al. 
(2008) y Li y Yang (2010) para niveles de 3.? y 5.2 de Educación 
Primaria, respectivamente. En el caso de 3.%, Yang et al. (2008) 
destacan 5 componentes del sentido numérico, que enumeran 
en orden según su importancia para este nivel de edad, a saber: 
1) comprensión del significado de los números; 2) capacidad de 
usar distintas representaciones de los números y las operaciones; 
3) capacidad para componer y descomponer números; 4) capa- 
cidad para juzgar la racionalidad de los resultados de los cálcu- 
los, y 5) reconocer el tamaño relativo de los números. Para el 
nivel de 5.%, Li y Yang (2010) mantienen esos mismos compo- 
nentes, a excepción de la capacidad para componer y descompo- 
ner números. Adicionalmente, el componente que hace referen- 
cia al reconocimiento del tamaño relativo de los números pasa 
al primer lugar en orden de importancia, mientras que el que 
alude a la comprensión del significado de los números es consi- 
derado en último lugar, pues reconocen que conforme los estu- 
diantes acumulan conocimiento matemático, este componente 
pasa a un segundo plano, sin dejar de ser importante para estu- 
diantes de 5.9 nivel. Estos dos instrumentos están diseñados 
para ser contestados en línea, haciendo uso de un dispositivo 
electrónico. Además, en ambos casos, para cada pregunta, se 
pide indicar brevemente el porqué de la respuesta seleccionada, 
con el objetivo de detectar las ideas erróneas que subyacen a las 
preguntas contestadas incorrectamente. Al igual que en el caso 
de Okamoto y Case (1996), estos dos instrumentos resultan 
muy adecuados tanto para la evaluación del sentido numérico 
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temprano como, especialmente, para la del sentido numérico 
maduro. 

Aludiendo de forma específica también al sentido numérico, 
Jordan et al. (2008) diseñaron un instrumento con el que poder 
predecir riesgos de desarrollar dificultades de aprendizaje en ma- 
temáticas en niños y niñas de entre 4 y 6 años. En su propuesta 
contemplan tres dimensiones: 1) habilidades y principios de 
conteo, así como capacidad para reconocer los números, 2) co- 
nocimiento de los números, y 3) operaciones numéricas, que in- 
cluyen cálculo no verbal, combinaciones de números y proble- 
mas de enunciado verbal. Se trata de un instrumento que se ad- 
ministra individualmente con una duración en torno a 30 
minutos, aunque los autores trabajaron posteriormente en una 
versión reducida (Jordan et al., 2012). La definición de sentido 
numérico que dan estos autores (habilidades interrelacionadas 
que implican números y operaciones; contar elementos en un 
conjunto hasta al menos cinco con el conocimiento de que la 
palabra final de la cuenta indica cuántos hay en el conjunto; dis- 
criminar entre cantidades pequeñas; comparar magnitudes nu- 
méricas y transformar conjuntos con totales de 5 o menos aña- 
diendo o quitando elementos), así como las dimensiones con- 
templadas en su instrumento, nos lleva a encuadrar el mismo 
como idóneo para la evaluación del sentido numérico temprano. 

La herramienta desarrollada por Geary et al. (2009), Number 
Sets Test, tenía como objetivo la identificación precoz de dificul- 
tades en el aprendizaje matemático. Para ello, consideraban que 
dicha herramienta debía centrarse en las competencias básicas 
que definen el conocimiento cuantitativo antes del ingreso en la 
escuela. Entre esas competencias incluyen al sentido numérico 
apuntando que, si bien sigue habiendo desacuerdos en cuanto a 
su definición y alcance, como mínimo, implica la capacidad 
para identificar inmediatamente el valor numérico asociado a 
pequeñas cantidades, facilidad en el uso del recuento para cuan- 
tificar pequeños conjuntos de objetos y para sumar y restar pe- 
queñas cantidades a y desde estos conjuntos, además de una des- 
treza en la aproximación de las magnitudes de pequeños núme- 
ros de objetos y de operaciones numéricas simples. De esta 
forma, incluyeron cuatro bloques de tareas matemáticas que 
consistían en: 1) determinación con la mayor rapidez y preci- 
sión posible si los pares o tríos de conjuntos de objetos, núme- 
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ros arábigos o una combinación de ellos coincidían con un nú- 
mero objetivo; 2) estimación de la posición de números en lí- 
neas numéricas vacías; 3) conteo, y 4) evaluación de la estrategia 
de adición seguida para sumas presentadas horizontalmente de 
menor (p. ej.: 3 + 6) y mayor complejidad (9 + 15). El test se di- 
señó para administrarlo grupalmente, con lápiz y papel y con 
una duración de alrededor de 10 minutos. Por sus características, 
este test parece adecuado para la evaluación del sentido numéri- 
co temprano. 

A modo de resumen, la tabla 1 presenta la clasificación de los 
trabajos revisados en función del sentido numérico en el que se 
centran de una forma mayoritaria, según los constructos identifi- 
cados por Whitacre et al. (2020). 


Tabla 1. Clasificación de los trabajos revisados según Whitacre et al. 
(2020). 


Sentido numérico temprano Sentido numérico maduro 
Van de Rijt et al. (1999) Okamoto y Case (1996) 
Ginsburg y Baroody (2003) Yang et al. (2008) 

Starkey et al. (2004) Li y Yang (2010) 


Wright et al. (2006) 
Clements et al. (2008) 
Jordan et al. (2008) 
Geary et al. (2009) 


4. A modo de conclusión 


En este estudio se han analizado aportaciones científicas relacio- 
nadas con el término de sentido numérico en el ámbito de la edu- 
cación matemática. Tras la revisión realizada, se ha puesto de 
manifiesto la dificultad existente para alcanzar un consenso en 
cuanto a la definición de dicho término pudiendo clasificarse la 
literatura existente en torno a dos grupos. Por un lado, autores 
que consideran el sentido numérico como un único constructo 
del que se hacen distintas interpretaciones y, por otro, autores 
que lo consideran un término polisémico con el que se puede 
aludir a más de un constructo. 

La falta de consenso en cuanto a la definición ha originado 
una amplia variedad de instrumentos que presentan diferencias 
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en las dimensiones que evalúan, según la definición de sentido 
numérico considerada por cada autor. El análisis de dichos ins- 
trumentos nos lleva a concluir que, mientras que proliferan los 
instrumentos centrados en la evaluación del sentido numérico 
temprano, fundamentalmente para edades comprendidas entre 
3 y 8 años, son mucho menos numerosos los instrumentos 
existentes para la evaluación del denominado sentido numérico 
maduro. 

También se observa que todos los instrumentos analizados se 
acercan a la evaluación del sentido numérico desde un enfoque 
cuantitativo. Sin embargo, dado que hay consenso en considerar 
el sentido numérico como algo fácilmente observable, es decir, 
resulta evidente cuando en una persona se denota su desarrollo, 
parece razonable abordar en trabajos futuros instrumentos que 
traten de evaluarlo desde un enfoque cualitativo. 
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Resumen 

A pesar de las diferencias existentes entre los distintos modelos de conoci- 
miento del profesor desarrollados desde la Didáctica de la Matemática, en to- 
dos ellos se destaca la importancia de conocer posibles errores y dificultades 
en contenidos matemáticos para diseñar propuestas de enseñanza que permi- 
tan superar dichos obstáculos. En este capítulo exploramos el sentido que dan 
estudiantes para maestro de Primaria a las nociones de error y dificultad, exa- 
minando en qué medida y de qué modo son tomados en cuenta en el diseño de 
unidades didácticas. El estudio nos aporta información sobre el grado en que 
son capaces de integrar lo aprendido, apreciándose que en general toman en 
cuenta las limitaciones de aprendizaje en la elaboración de la programación, si 
bien suelen aplicar un tratamiento superficial al reflejarlas en el planteamien- 
to de las actividades. 


Palabras clave: formación de maestros, errores y dificultades, unidades didác- 
ticas, educación matemática, educación primaria 


Abstract 

Despite the differences among different models of teacher knowledge de- 
veloped from the Didactics of Mathematics, all of them highlight the impor- 
tance of knowing possible errors and difficulties in mathematical content 
when designing teaching proposals that allow overcoming these obstacles. In 
this chapter we explore the meaning of the terms error and difficulty given by 


| 57 


preservice primary school teachers, examining to what extent and in what way 
they are considered in the planning of teaching units. The study provides us 
with information on the extent to which preservice teachers are capable of 
integrating what they have learned. In general, they take into account the 
learning limitations while designing teaching proposals, although they tend to 
make a superficial application of them on task planning. 


Keywords: teacher training, errors and difficulties, learning proposals, mathe- 
matics education, primary education 


1. Introducción 


Existe un consenso generalizado en la comunidad de educadores 
matemáticos sobre la importancia de considerar los errores y di- 
ficultades en el aprendizaje de los estudiantes como parte inte- 
grante y relevante del proceso educativo, si bien se han adoptado 
perspectivas diferentes en su concepción y tratamiento, bajo la 
influencia de enfoques teóricos diversos (Rico, 1998; Flores, 
2001). Asimismo, en los distintos modelos de conocimiento del 
profesor desarrollados desde la Didáctica de la Matemática se 
destaca, salvando las diferencias entre ellos, la relevancia de co- 
nocer posibles errores y dificultades en contenidos matemáticos 
para diseñar propuestas de enseñanza que permitan superar ta- 
les obstáculos (Ball et al., 2008; Carrillo-Yáñez et al., 2018). 

El estudio que presentamos se encuadra en una investigación 
más amplia que analiza el diseño de unidades didácticas por par- 
te de un grupo de maestros y maestras en formación, cuyo punto 
de partida es una tesis doctoral (Aguayo-Arriagada, 2018) de la 
que derivan trabajos posteriores que inciden en determinados as- 
pectos de la planificación, como los objetivos de aprendizaje 
(Aguayo-Arriagada et al., 2018) o la fenomenología de los pro- 
blemas planteados (Aguayo-Arriagada y Flores, 2020). Nos pro- 
ponemos ahora indagar en los trabajos realizados por los estu- 
diantes para profundizar en el sentido que los futuros profesores 
atribuyen a los errores y dificultades en el momento de progra- 
mar la práctica docente. Pretendemos, de este modo, valorar la 
efectividad de la enseñanza recibida y de las herramientas de pla- 
nificación aportadas, así como las posibles carencias que puedan 
ponerse de manifiesto, en lo que se refiere al foco de interés de 
los errores y dificultades en matemáticas. 
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2. La formación de profesores de matemáticas 
en la Universidad de Granada 


Nuestro trabajo se enmarca en la formación inicial de profesores 
de matemáticas y se contextualiza en el Grado de Educación Pri- 
maria de la Universidad de Granada, en el que el Departamento 
de Didáctica de la Matemática se hace cargo de las materias pro- 
pias del área. Es necesario mencionar que, durante muchos años, 
los doctores Pablo Flores e Isidoro Segovia han venido desempe- 
ñando un papel protagonista en este departamento, realizando 
aportaciones muy valiosas tanto en docencia como en investiga- 
ción. Una muestra de ello son los manuales que sirven de base a 
las asignaturas y que apoyan la tarea docente del profesorado, en 
los que ellos han participado como coordinadores y/o coautores 
(Segovia y Rico, 2011; Flores y Rico, 2015; Castro, 2001), y que 
son relevantes para esta investigación, porque marcan las pautas 
de enseñanza y evaluación en los aspectos que se analizan. 

Por otro lado, cabe destacar las numerosas tesis dirigidas por 
ellos, de las que varias se enmarcan en la línea de Formación del 
profesorado de matemáticas y han abordado de algún modo la 
evaluación de las materias que conforman el programa destina- 
do a los futuros maestros y maestras de Primaria. Entre ellas se 
encuentran las tesis doctorales de dos de las autoras de este capí- 
tulo, una de ellas centrada en la asignatura de primer curso (Ce- 
cilia, 2016) y otra en la correspondiente al tercer curso (Aguayo- 
Arrriagada, 2018), siendo esta última tesis precursora del presen- 
te trabajo. 

El modelo formativo que sustenta este trabajo es el propuesto 
por el grupo de investigación «Didáctica de la Matemática. Pen- 
samiento Numérico», al que pertenecen los profesores mencio- 
nados. Para preparar a los futuros docentes, nos situamos en un 
enfoque funcional de las matemáticas escolares apoyado en el 
constructivismo social como teoría de aprendizaje (Lupiáñez y 
Rico, 2015), así como en un enfoque funcional de la propia for- 
mación inicial de los maestros (Gómez y González, 2008). El 
planteamiento metodológico que se promueve en las materias 
correspondientes al área de Didáctica de la Matemática se funda- 
menta en el análisis didáctico (Rico et al., 2013) como instru- 
mento de formación del profesorado de matemáticas, si bien 
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este planteamiento coexiste en la misma universidad con otras 
posturas teóricas (Godino et al., 2007). 

En cuanto a la distribución de las asignaturas en el programa 
formativo, en el primer año de carrera se imparte Bases Matemá- 
ticas para la Educación Primaria, donde se enfatiza en el conteni- 
do matemático. En el segundo año se continúa con Enseñanza y 
Aprendizaje de las Matemáticas en la Educación Primaria, sien- 
do aquí donde se profundiza en los aspectos cognitivos, relacio- 
nados con el aprendizaje de las matemáticas y sus dificultades y 
errores. Finalmente, en el tercer año se aborda Diseño y Desarro- 
llo del Currículo de Matemáticas en la Educación Primaria, don- 
de los futuros maestros integran los elementos estudiados en los 
años anteriores en el diseño de unidades didácticas sobre un de- 
terminado contenido matemático, que realizan de manera gru- 
pal. La investigación realizada se centra en analizar unidades di- 
dácticas elaboradas por estudiantes en esta última asignatura. 


3. El papel de los errores y dificultades en la 
formación de maestros de Educación Primaria 


El marco conceptual que debemos considerar atiende tanto a los 
errores y dificultades en el aprendizaje de las matemáticas como 
a su relación con la formación inicial de profesores y específica- 
mente con la competencia de planificación de los estudiantes 
para maestro, particularizada en la integración de errores y difi- 
cultades en el diseño de unidades didácticas. 


3.1. Dificultades y errores en el 
aprendizaje de las matemáticas 


En el aprendizaje de las matemáticas se presentan diversas difi- 
cultades de procedencia y naturaleza variada que dan lugar a 
errores en la comprensión y en las producciones de los alumnos 
(Rico, 2001). 

En matemáticas las dificultades de aprendizaje apuntan a 
enunciados generales que se van puntualizando de distintas for- 
mas sobre los temas de estudio (González et al., 2010). Existen 
diferentes tipos de dificultades que han sido clasificadas por los 
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expertos. Atendiendo a su origen, pueden estar asociadas a la 

complejidad de los objetos matemáticos, a los procesos de pen- 

samiento matemático, a los procesos de enseñanza, a los proce- 

sos de desarrollo cognitivo de los alumnos o a actitudes afectivas 

y emocionales hacia las matemáticas. Todas estas dificultades se 

manifiestan en los alumnos en forma de errores (Socas, 1997). 
En palabras de Lupiáñez y Rico (2015), el error: 


[...] es un dato empírico que muestra un desconocimiento o un co- 
nocimiento inadecuado sobre un contenido que tiene un alumno o 
un grupo de alumnos (p. 54) 


Por tanto, es una conducta observable que puede aportar in- 
formación sobre las dificultades que han podido provocarlo. Por 
otro lado, el conocer dificultades de aprendizaje permite apre- 
ciar e interpretar los errores, que son manifestaciones más con- 
cretas que se producen en las respuestas que dan los alumnos a 
las tareas (Rico, 1998). 

Centrándonos en las dificultades debidas a la complejidad de 
los conceptos matemáticos, la experiencia muestra que algunos 
de ellos suelen resultar más difíciles de comprender o requieren 
más tiempo para su asimilación. La investigación ha generado 
un amplio conocimiento sobre los errores más frecuentes relati- 
vos a algunos conceptos básicos que conviene tener en cuenta en 
la planificación de la enseñanza, incluyendo actividades me- 
diante las que detectarlos, controlarlos y corregirlos (Lupiáñez y 
Rico, 2015). 

En todo planteamiento de enseñanza subyace una concep- 
ción de aprendizaje que influye en la interpretación que se hace 
del error. Desde el punto de vista del conductismo, hay que evi- 
tar los errores, puesto que no permiten desarrollar la conducta 
deseada, y habrá que poner los medios para prevenirlos o corre- 
girlos. Sin embargo, cuando se concibe el aprendizaje como un 
cambio de estructuras, los errores de los aprendices son indica- 
dores de la forma en que han comprendido la tarea, es decir, son 
muestras externas de la estructura mental que se ha formado el 
alumno que los comete (Flores, 2001). Desde esta última pers- 
pectiva, defendida por las teorías cognitivas, se asigna una fun- 
ción didáctica al error, que juega un papel importante en el 
aprendizaje y debe ser considerado en la planificación, en la eva- 
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luación y también como motivación y como medio para mejo- 
rar la comprensión (Rico, 2001). 


3.2. Dificultades y errores en la formación 
inicial de profesores de matemáticas 


Los expertos distinguen dos componentes fundamentales que 
caracterizan el conocimiento del profesor de matemáticas: el co- 
nocimiento del contenido matemático escolar y el conocimiento 
didáctico de las matemáticas escolares, tal como los denomina 
Rico (2015). Ambas componentes se interrelacionan en los dife- 
rentes elementos que conforman lo que un futuro docente nece- 
sita saber para enseñar matemáticas. Así, el modo en que se con- 
templan los errores y dificultades en la formación inicial de pro- 
fesores de matemáticas y, en particular, de los maestros y 
maestras de Primaria, debe abarcar conocimientos de aprendiza- 
je y enseñanza para utilizarlos de manera adecuada en la planifi- 
cación, desarrollo y evaluación de la acción didáctica, pero tam- 
bién se requiere que el estudiante para maestro acredite un do- 
minio suficiente de su conocimiento sobre el contenido 
matemático, de modo que él mismo pueda enfrentarse con éxito 
a las principales dificultades y errores de las matemáticas ele- 
mentales. 

En lo que se refiere al conocimiento didáctico, de valor in- 
cuestionable para la capacitación de los futuros docentes es la 
previsión y el tratamiento de dificultades y errores de aprendiza- 
je. Como exponen Fernández-Plaza et al. (2019), hay marcos re- 
cientes centrados en competencias profesionales del profesor 
que propugnan la relevancia de que se fomente el desarrollo de 
una competencia específica centrada en la consideración de erro- 
res en los programas de formación de profesores, aunando diver- 
sos aspectos dentro de ella. En este sentido, Heinrichs y Kaiser 
(2018) concretan la competencia de diagnóstico del profesor 
para tratar errores que pueden presentar los escolares cuando es- 
tán aprendiendo matemáticas estableciendo dos capacidades 
distintas: detectar las razones por las cuales se comete el error y 
desarrollar estrategias para gestionarlos. 

Algunas investigaciones se han preocupado por detectar en 
qué errores inciden los maestros en formación, obteniendo in- 
formación sobre el conocimiento del contenido matemático de 
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los estudiantes y sus posibles carencias (De Castro et al., 2004; 
Rodríguez et al., 2016). Otros estudios abordan la competencia 
de diagnóstico, centrándose en si los futuros profesores pueden 
identificar errores de escolares y cómo lo hacen (Fernández- 
Plaza et al., 2019; Sahin et al., 2016). Nuestro trabajo incide en 
la dimensión de planificación, analizando el papel de los errores 
y dificultades con relación a esta competencia. 


3.3. Integración de errores y dificultades 
en la planificación de la enseñanza 


Si percibimos la formación inicial desde una perspectiva funcio- 
nal, es decir, integrando el conocimiento, habilidades y actitudes 
de los estudiantes para maestro en la acción que se lleva a cabo 
en el contexto de aprendizaje de las matemáticas en las aulas de 
Educación Primaria, el conocimiento de los futuros maestros se 
puede desarrollar a partir del análisis y la descripción de las acti- 
vidades necesarias para planificar, gestionar y evaluar una lec- 
ción de matemática (Gómez y González, 2008). Según Rico 
(2015), la planificación requiere delimitar y precisar los conteni- 
dos y sus significados, prever el tipo de aprendizaje que se quiere 
alcanzar, diseñar un plan de actuación para el logro de los apren- 
dizajes esperados y establecer un sistema de evaluación sobre el 
alcance de dichos logros. Por consiguiente, el conocimiento di- 
dáctico sobre un contenido escolar consta de estos cuatro ele- 
mentos, que pueden ser organizados mediante el enfoque del 
análisis didáctico (Rico et al., 2013), en el que nos posicio- 
namos. 

El análisis didáctico, que constituye tanto una herramienta 
para la planificación como un modelo de formación, propugna 
que los dominios de conocimiento matemático y conocimiento 
didáctico están estrechamente vinculados y se ponen en juego al 
desarrollar cada una de las dimensiones que contempla: análisis 
de contenido, cognitivo, de instrucción y de evaluación. Estas di- 
mensiones permiten al profesor organizar su actividad de ense- 
ñanza sobre un tema matemático, facilitándole, así, el diseño de 
unidades didácticas. El análisis de contenido conforma la revi- 
sión y organización de los conceptos y procedimientos de un 
contenido matemático escolar, el modo en que se pueden repre- 
sentar y la organización de los fenómenos y problemas a los que 
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puede dar respuesta. El análisis cognitivo se centra en el aprendi- 
zaje de un tema matemático y sirve para concretar las expectati- 
vas sobre ese aprendizaje, las limitaciones que pueden interferir 
en él y las tareas que se puedan considerar como generadoras de 
oportunidades de aprendizaje. El análisis de instrucción es el 
momento en el que el profesor selecciona, diseña y secuencia las 
tareas que se llevarán a cabo, delimitando también los materia- 
les y recursos, así como la gestión del aula, todo esto concretado 
en la programación. Finalmente, el análisis de evaluación se lle- 
va a cabo una vez se implemente la unidad didáctica, pudiendo 
obtener información para generar modificaciones en ella (Aguayo- 
Arriagada, 2018). 

En lo que concierne a este trabajo, en un primer momento 
interesa profundizar en la fase del análisis cognitivo, que es 
donde los errores y dificultades juegan un papel relevante para 
la planificación posterior. En esta fase se establecen, una vez 
realizado el análisis de contenido, las expectativas que el profe- 
sor se plantea respecto al aprendizaje de los alumnos, pero 
también se han de tener en cuenta las posibles limitaciones de 
aprendizaje, es decir, aquellas situaciones que pueden limitar o 
entorpecer el aprendizaje de los alumnos al trabajar con el con- 
tenido matemático en cuestión. Estas limitaciones se concretan 
en las posibles dificultades que pueden surgir y qué errores 
pueden ocasionar. A partir de aquí comienza el proceso de bús- 
queda o de creación de tareas que constituyan oportunidades 
de aprendizaje, en coherencia con las expectativas planteadas y 
considerando errores y dificultades frecuentes para ayudar a su- 
perarlos. 

En la siguiente fase, el análisis de instrucción, es donde se in- 
tegran las limitaciones de aprendizaje que los alumnos han bus- 
cado y seleccionado para diseñar la propuesta didáctica, tenien- 
do en cuenta esta información para programar de manera cohe- 
rente y eficiente el proceso de enseñanza-aprendizaje, de modo 
que pueda contribuir a salvar esas limitaciones mediante una 
adecuada secuencia de tareas. 

En definitiva, el conocimiento de errores y dificultades forma 
parte del conocimiento profesional del profesor de matemáticas 
y han de ser considerados en la planificación de diferentes ma- 
neras, como apuntan Lupiáñez y Rico (2015): 
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El estudio de los errores y dificultades proporciona esquemas para 
organizar los contenidos. Una determinada secuencia de tareas pue- 
de facilitar la superación de dificultades o evitar errores específicos. 
También la selección de una forma de representación o de un ejem- 
plo concreto puede contribuir a superar esas limitaciones. 

También el estudio de errores ayuda a establecer objetivos, en 
cuanto que estos marcan algunas limitaciones que deben superarse 
mediante una organización correcta de contenidos. Igualmente, el 
conocimiento de los errores y las dificultades proporciona orienta- 
ciones para diseñar situaciones que planteen conflictos cognitivos a 
los alumnos, que les exijan revisar sus conocimientos previos y su- 
perar las limitaciones conceptuales. (p. 55) 


4. Consideración de errores y dificultades en 
unidades didácticas diseñadas por estudiantes 


Como avanzábamos anteriormente, nos proponemos explorar 
el sentido y uso que dan estudiantes para maestro de Primaria a 
los errores y dificultades como organizadores de la enseñanza, 
concretándose el objetivo de la investigación en describir en qué 
medida y de qué modo son tomadas en cuenta las limitaciones 
de aprendizaje en la planificación de unidades didácticas por 
parte de los futuros profesores. 


4.1. Metodología de la investigación 


Este estudio es de carácter exploratorio, cualitativo y descriptivo, 
y usa el análisis de contenido para examinar los trabajos escritos 
del alumnado. 


Sujetos de estudio 

El estudio se realizó en una clase con 71 estudiantes matricula- 
dos en la asignatura Diseño y Desarrollo del Currículo de Mate- 
máticas en Educación Primaria, a los que se propuso trabajar en 
equipo, quedando conformados 18 grupos, 17 de cuatro inte- 
grantes cada uno y uno de tres. En la primera clase se proponía a 
cada grupo un contenido matemático y el nivel educativo en el 
que debían plantearlo, para que posteriormente en las clases 
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prácticas fueran trabajando el análisis didáctico (contenido y 
cognitivo) del tema asignado. El trabajo final consistía en la pla- 
nificación de una unidad didáctica, donde se les pedía que, de 
los análisis de contenido y cognitivo trabajados previamente, se- 
leccionaran contenidos, objetivos y limitaciones concretos para 
afrontar el diseño de la unidad didáctica de su tema en el nivel 
que les correspondía. Teniendo definidos estos elementos, se 
dedicaban a la selección de materiales didácticos y tareas mate- 
máticas para elaborar cada una de las sesiones de su unidad di- 
dáctica. 

El sentido multiplicativo es fuente de errores frecuentes en el 
alumnado de Primaria (Alsina et al., 1996), debido al grado de 
abstracción y complejidad que supone para estas edades. En par- 
ticular, hay acuerdo en afirmar que la división implica mayores 
dificultades frente al resto de las operaciones básicas, lo cual 
conlleva una variedad de errores en los escolares (Anghileri, 
2001). Por este motivo, para este estudio decidimos escoger 
aquellos grupos que centraron las unidades didácticas en la divi- 
sión de números naturales, conformando una muestra intencio- 
nal y por disponibilidad. 

Los seis grupos de estudiantes seleccionados como muestra, 
identificados con los códigos G1 a G6, diseñaron sus propuestas 
didácticas en diferentes cursos de Educación Primaria, abarcan- 
do los tres ciclos: dos grupos (G1 y G2) trabajaron la iniciación a 
la división en segundo curso, dos grupos (G3 y G4) plantearon 
su unidad didáctica en tercero, un grupo (G5) en cuarto y otro 
(G6) en quinto curso. 


Variables de análisis 
Siguiendo las fases del análisis didáctico, los estudiantes deben 
hacer un análisis de contenido del tema matemático asignado 
antes de diseñar su programación. Luego deben desarrollar el 
análisis cognitivo investigando, entre otras cosas, cuáles son las 
dificultades y errores que pueden presentarse en el proceso de 
enseñanza-aprendizaje, para lo que pueden utilizar fuentes suge- 
ridas O hacer una búsqueda autónoma de información. Por últi- 
mo, con el análisis de instrucción plantean la unidad didáctica 
considerando los análisis anteriores. 

Teniendo en cuenta el proceso descrito, distinguimos dos di- 
mensiones secuenciales que se refieren a las dos fases en las que 
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el alumnado maneja el conocimiento sobre errores y dificulta- 
des: análisis cognitivo y análisis de instrucción. Puesto que nues- 
tro interés se centra en analizar las producciones finales, es decir, 
las unidades didácticas ya elaboradas, en la primera dimensión 
nos limitamos a hacer una comparación entre el análisis cogniti- 
vo que realizaron en un trabajo anterior y el modo en que lo in- 
tegran en la planificación de la unidad didáctica propiamente 
dicha, con objeto de observar si hacen cambios o progresan de 
algún modo en el proceso de elaboración. 

Respecto a la segunda dimensión, para evaluar la presencia y 
tratamiento de las limitaciones de aprendizaje en las programa- 
ciones realizadas construimos una serie de variables a modo de 
ítems que aplicamos a cada uno de los trabajos. Excepto una, 
todas las variables son dicotómicas, si bien en algunas de ellas se 
matizan después cualitativamente las diferencias entre las res- 
puestas. Tanto las variables como la interpretación de las catego- 
rías asociadas (cumplimiento o no cumplimiento del ítem, ex- 
cepto la segunda, que tiene sus propias categorías) se definieron 
por triangulación de investigadoras, estableciéndose tal como a 
continuación se describen: 


e Variable «Error vs. dificultad». Consideramos que los estu- 
diantes cumplen con este ítem si hacen algún tipo de distin- 
ción entre dificultades y errores cuando incluyen el listado de 
limitaciones de aprendizaje referentes a los contenidos traba- 
jados en la unidad didáctica, sin hacer juicio de valor sobre si 
la distinción es más o menos acertada, aunque en el momen- 
to de analizar cada trabajo se matizan algunos detalles. 

e Variable «Fuentes». Observamos si para elaborar el listado 
de errores y dificultades utilizan las fuentes bibliográficas 
sugeridas por el profesor o bien hacen una búsqueda autó- 
noma, usualmente a través de Internet, y seleccionan otras 
fuentes, tomando así contacto con artículos de investigación 
u otro tipo de publicaciones. En este caso, se sugirió como 
fuente principal de información el manual usado como guía 
de la asignatura, concretamente, el capítulo de Flores et al. 
(2015). Las tres categorías definidas para esta variable se 
han denominado como sigue: «Recomendadas», «Internet», 
«Recomendadas e Internet», en alusión a las fuentes utili- 
zadas. 
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e Variable «Contenido y nivel educativo». Otro aspecto que se 
analizó de las producciones fue la relación con los conteni- 
dos y con el curso asignado. Se observó si la selección de limi- 
taciones de aprendizaje era acorde a los conceptos y procedi- 
mientos del contenido trabajado (división), así como al nivel 
educativo que le correspondía a cada grupo, considerando 
que el ítem se cumplía cuando se satisfacían de manera acep- 
table estas dos condiciones. No obstante, se han hecho co- 
mentarios cuando se ha visto la necesidad de precisar estos 
aspectos. 

e Variable «Sesiones». Con esta variable pretendemos identifi- 
car si los grupos contemplan las limitaciones de aprendizaje 
de manera explícita en la secuencia de tareas, es decir, para 
valorar su cumplimiento nos limitamos a constatar si selec- 
cionan y describen algunas de las dificultades y errores para 
cada una de las sesiones de la unidad didáctica. Con todo, 
vemos conveniente analizar si establecen implícitamente esa 
relación entre las limitaciones y las tareas que proponen, ob- 
servando si de algún modo se refleja la intención de trabajar- 
las en el desarrollo de la sesión. 

e Variable «Justificación». Por último, apreciamos si en las con- 
clusiones de los trabajos escritos se justifica la relevancia y el 
tratamiento que dan a los errores y dificultades en el diseño 
de la unidad didáctica. Se considera que se cumple este ítem 
cuando aluden de algún modo a esa justificación, indepen- 
diente de la profundidad de sus comentarios, aunque realiza- 
mos matizaciones en caso necesario. 


Utilizando estas variables como criterios, los documentos 
fueron analizados de manera independiente por las tres autoras 
del artículo, discutiendo los resultados en aquellos casos en los 
que hubo desacuerdos y llegando a un consenso final. 


4.2. Resultados 


Al comparar la unidad didáctica con el análisis cognitivo previo, 
se puede observar que los grupos Gl, G3, G4, y G5 no hacen 
cambios, presentando las mismas dificultades y errores en am- 
bos trabajos. En cambio, el grupo G2 presenta una tabla bastante 
amplia sobre diferentes dificultades y errores asociados a la divi- 
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sión en el análisis cognitivo y en la unidad didáctica hace una 
selección de las relacionadas con su nivel educativo. El grupo G6 
es el que presenta cambios más significativos, incluyendo en la 
unidad didáctica, además de los errores propuestos en el primer 
trabajo, dificultades, distinguiendo entre ambos aspectos. 

Centrándonos en el análisis del trabajo final (unidad didácti- 
ca), encontramos que todos los grupos relacionan adecuada- 
mente las dificultades y errores propuestos con los contenidos 
que pretenden trabajar en el nivel educativo asignado. El único 
caso en el que se puede apreciar que algunas de las dificultades y 
errores no se corresponden con lo que se trabaja en el curso es el 
del grupo G2, ya que establecen como dificultad la concepción 
de que el dividendo es siempre mayor que el divisor, aspecto 
que no aparece hasta introducir la división con decimales. Así lo 
subraya este grupo: 


Dificultades: 
Diferente papel que desempeñan los términos dividendo y divisor de 
las operaciones de la división. (L1) 


Errores: 
Los alumnos memorizan que el dividendo siempre es el número 
mayor y el dividendo el número menor. 


En contraste, ninguno de los grupos al inicio de cada sesión 
hace una selección entre sus dificultades y/o errores para poder 
abordarlos con las tareas planteadas. Se centran en mencionar 
solamente los contenidos, los objetivos específicos y los materia- 
les o recursos necesarios. No obstante, cuando se analizan las 
tareas de cada sesión, en ocasiones se aprecia que sí contemplan 
de algún modo las limitaciones de aprendizaje. Todos los grupos 
inician algunas de sus sesiones proponiendo actividades con 
material manipulativo, lo que favorece que los escolares entien- 
dan los significados de la división o comprendan el mecanismo 
del algoritmo, permitiendo superar algunas dificultades y evitar 
errores asociados a ellas. Una muestra de esto se puede apreciar 
cuando el grupo G6, en la primera sesión de su unidad didáctica, 
pide a los alumnos que resuelvan un problema utilizando el ma- 
terial multibase, planteándolo de la siguiente manera: 
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Una vez que saben representar los números vamos a plantear lo si- 

guiente utilizando el material multibase en grupos de 4: 

- Una floristería quiere hacer ramos de una docena de rosas con 
252 rosas que tiene en la tienda. ¿Cuántos ramos de rosas harán? 
¿Sobran rosas? 


Sin embargo, en pocas ocasiones se observa de manera clara y 
explícita la intención de crear conflicto cognitivo, por ejemplo, 
para incidir sobre algún error frecuente de los que incluyen en su 
análisis cognitivo. 

En el resto de las variables a analizar, se pueden observar dife- 
rencias más significativas entre los grupos, existiendo una mayor 
variabilidad en el cumplimiento de los ítems (tabla 1). Comen- 
taremos los resultados obtenidos para cada uno de los grupos de 
trabajo. 


Tabla 1. Resultados de las variables por grupo. 


Grupos/ Error vs. Fuentes Justificación 
Variables dificultad 


G1 Sí Recomendadas e Internet Sí 
G2 Sí Recomendadas e Internet Sí 
G3 Sí Recomendadas Sí 
G4 Sí Recomendadas e Internet 

G5 Recomendadas 

G6 Sí Internet 


En el caso del grupo G1, encontramos que diferencian entre 
dificultades y errores, pero se centran más en explicar la dificul- 
tad que en delimitar los errores específicos que están asociados a 
dicha dificultad. Por ejemplo, en un caso mencionan como error: 


El alumno presenta dificultades para asociar el concepto de mitad 
con la división entre 2. 


En esta situación, podemos observar que se utiliza el término 


dificultad, pero aluden a errores. Un aspecto a destacar de este 
grupo es que, para cada dificultad y error, incluye un ejemplo 
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(«Ejemplo: un alumno sabe repartir 8 lápices entre 2 estuches, 
pero no sabe que esto es la mitad»). Se basan tanto en las dificul- 
tades señaladas en el libro de texto recomendado como en otras 
fuentes de Internet. Finalmente, en las conclusiones justifican 
exclusivamente las dificultades asociadas al lenguaje matemáti- 
co, diciendo que utilizan «un lenguaje sencillo y entendible para 
que no los lleve a error». 

El grupo G2 presenta una tabla de limitaciones, diferencian- 
do entre dificultades y errores. Al igual que el grupo Gl, todo lo 
que se expone es extraído del libro de texto sugerido. En las con- 
clusiones justifican que las dificultades y errores son tomados en 
cuenta, pero no se refieren a ninguno de ellos ni explican cómo 
se han abordado, indicando que «cada una de las tareas que he- 
mos propuesto se ha realizado para superar las limitaciones y 
errores que puedan tener los alumnos y alumnas a estas edades y 
en este tema». 

El grupo G3 establece la diferenciación entre dificultades y 
errores y, si bien se inspiran en el libro de texto, consultan, ade- 
más, otras fuentes, agregando dificultades más específicas para 
su contenido y nivel educativo, como son: dificultad al introdu- 
cir el nuevo procedimiento, dificultad en la realización del algo- 
ritmo de la caja, dificultad de comprensión e identificación de 
los términos y dificultad en el verbo de acción para realizar la 
operación. También hacen alusión a algunos errores asociados a 
cada una de las dificultades; por ejemplo, relacionan el «Error en 
la realización de la operación de derecha a izquierda (tanto en el 
cociente como en el divisor)» con dificultades en la realización 
del algoritmo de la caja. En las conclusiones vuelven a mencio- 
nar las dificultades y luego afirman: 


Nuestra unidad es adecuada, ya que presenta gran coherencia entre 
los objetivos, los contenidos, las dificultades, las representaciones y 
las tareas. 


El grupo G4 organiza las dificultades en dos categorías, relati- 
vas a la división y relativas a la resolución de problemas, diferen- 
ciando las dificultades y errores para cada una de ellas. Aunque 
extraen información del libro de texto, añaden una clasificación 
bastante detallada de las dificultades, tanto para la división 
como para los problemas, asociando para cada una de estas un 
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error y ampliando la información del manual mediante la con- 
sulta de otras fuentes de Internet. Este grupo no hace ningún tipo 
de justificación de sus dificultades y errores en las conclusiones. 


Dificultad: 
1. Dificultad de comprensión lectora matemática. 


Error: 
El principal error a destacar es que el verbo repartir se convierte en 
un referente de la división que no siempre corresponde. 


El grupo G5 comienza mencionando que «lo primero que te- 
nemos que diferenciar es el concepto de error con el de dificul- 
tad». Sin embargo, presentan un listado de dificultades con la 
clasificación propuesta en el manual recomendado sin hacer alu- 
sión a errores, por lo cual reflejan la diferencia más de nombre 
que de concepto. No se hace ningún tipo de justificación de las 
dificultades planteadas. 


3. Cc) Dificultades relacionadas con la enseñanza. 

- Los alumnos son capaces de memorizar fácilmente el algo- 
ritmo de la división, pero no llegan a comprender el signifi- 
cado de dicho procedimiento ni a identificar los problemas 
los cuales se han de resolver mediante dicho algoritmo. 

- Confundir problemas multiplicativos con problemas aditivos. 

- Considerar que la cantidad que aparece en el cociente corres- 
ponde a toda la cantidad del divisor, no a cada unidad del 
divisor. 


Finalmente, el grupo G6 hace la distinción entre dificultades 
y errores de aprendizaje, pero no asocia cada uno de los errores a 
una dificultad específica, es decir, presenta ambas como elemen- 
tos independientes. Las dificultades están más relacionadas con 
la resolución de problemas: 


La dificultad de elegir la operación adecuada para resolver un pro- 
blema simple de división varía de una categoría semántica a otra. 


Por su parte, los errores son específicos del algoritmo de la 
división: 
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Dejar restos intermedios iguales o mayores que el divisor y omitir 
ceros en el cociente. 


En la tabla 1 podemos observar que este es el único grupo 
que no utiliza la fuente recomendada. Al igual que los dos gru- 
pos anteriores, tampoco justifica el tratamiento de dificultades y 
errores en las conclusiones de su trabajo. 


5. Discusión y reflexiones finales 


La comparación entre el análisis cognitivo previo y el trabajo fi- 
nal, primera dimensión considerada en el estudio, muestra que 
solo dos grupos logran generar cambios a lo largo del proceso 
formativo, apreciándose una preocupación por delimitar en la 
unidad didáctica cuáles eran las dificultades y errores que toma- 
rían en cuenta específicamente para el desarrollo de sus sesiones. 
Esto indica que aplican adecuadamente las herramientas aporta- 
das por el profesorado para llevar a cabo su unidad didáctica, 
siendo conscientes de que la planificación es un proceso comple- 
jo que incluye varios aspectos y fases que deben ser consideradas. 

Respecto a la segunda dimensión, relativa al análisis de ins- 
trucción, las observaciones realizadas muestran que la mayoría 
de los grupos integran los errores y dificultades en diferentes par- 
tes de la unidad didáctica, si bien se aprecia un tratamiento no 
explícito, superficial o no siempre adecuado en el momento de 
plantear las tareas para el alumnado. La experiencia en la forma- 
ción inicial de maestros permite constatar que incluso algunos 
de ellos no han llegado a dominar por completo ciertos aspectos 
del sentido multiplicativo y de la división, tal como se detecta en 
alguno de los trabajos analizados, y esto puede influir en que no 
les resulte fácil integrar los errores y dificultades en las tareas de 
un modo consciente y en profundidad. 

Casi todos los grupos (cinco de seis) hacen la distinción entre 
dificultades y errores, situación que favorece a los futuros maes- 
tros a la hora de planificar. Tener claridad sobre limitaciones de 
aprendizaje permite hacer una planificación más cuidadosa para 
afrontarlas en la enseñanza. 

Poder establecer cuáles son las dificultades y errores que pue- 
den surgir en el proceso de enseñanza y aprendizaje de un conte- 
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nido matemático específico conlleva que los futuros maestros 
tengan un acercamiento a investigaciones sobre matemática y su 
didáctica. En general, los grupos se basan en el libro de texto de 
referencia para elaborar su listado de limitaciones de aprendiza- 
je, pero también acuden a otras fuentes, realizando una búsque- 
da autónoma. No obstante, hemos apreciado que no siempre 
elaboran de manera personal la información buscada. 

La relación que se establece entre el contenido trabajado en la 
unidad didáctica y los errores y dificultades planteados para los 
diferentes niveles educativos podríamos decir que, en general, es 
coherente. Sin embargo, no se detecta claramente la conexión 
entre las limitaciones de aprendizaje y la secuencia de tareas pro- 
gramadas, ya que ninguno de los grupos hace mención en el ini- 
cio de cada sesión de las dificultades y errores concretas que se 
podrían abordar en ella. Un factor que ha podido influir en este 
hecho es que no se les demandaba explícitamente que asociaran 
las limitaciones a cada una de las tareas, siendo ellos los que de- 
bían tomar decisiones al respecto. 

En cambio, al analizar las tareas propuestas, hemos visto que 
algunas sí se relacionan con las dificultades y errores en cierta 
medida, aunque no con la profundidad que sería deseable. Si 
bien es cierto que los grupos hacen uso de material manipulati- 
vo para facilitar el aprendizaje y ayudar a la superación de difi- 
cultades, no tienen en cuenta otros aspectos importantes que po- 
drían enriquecer las tareas en ese sentido, como el planteamien- 
to de conflictos cognitivos que presten atención a los errores más 
frecuentes, tal como sugieren Lupiáñez y Rico (2015). 

Finalmente, un aspecto que nos interesaba analizar era la ca- 
pacidad de los futuros maestros de justificar el porqué y para qué 
de las dificultades y errores considerados en su programación. 
Hemos podido observar que la mitad de los grupos hacían alu- 
sión a este aspecto en las conclusiones, si bien argumentaban de 
manera muy general la forma en la que habían contemplado las 
limitaciones de aprendizaje, o simplemente aludían a ellas. 

A modo de reflexión, la consideración de estos aspectos para 
analizar los trabajos de los estudiantes nos da pistas sobre el gra- 
do de comprensión y de aplicación que muestran sobre dificul- 
tades y errores en el aprendizaje de las matemáticas a la hora de 
programar la acción didáctica. Conscientes de la complejidad 
que supone este tema para la mayoría de ellos, sobre todo por la 
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profundización requerida en la conceptualización de las propias 
matemáticas, pero también por la necesidad de dominar plan- 
teamientos didácticos que promuevan realmente la significativi- 
dad de lo aprendido, la información que obtenemos mediante el 
análisis de las unidades didácticas realizadas creemos que resulta 
útil para modificar y enriquecer la formación inicial de los futu- 
ros docentes, teniendo en cuenta las limitaciones observadas. Es 
decir, partiendo de los criterios que, como formadores de profe- 
sores, utilizamos para dar valor a sus competencias de planifica- 
ción, podemos detectar posibles carencias, dificultades de com- 
prensión, creencias erróneas, confusiones u omisiones relaciona- 
das, en este caso, con la consideración de dificultades y errores 
en el aprendizaje matemático, para así poder reconducir y mejo- 
rar nuestra propia práctica docente. De algún modo, este estudio 
muestra coherencia con la exigencia que, a los estudiantes, a su 
vez, se les plantea para desempeñar su futura profesión con cali- 
dad: «es importante considerar los posibles errores y dificultades 
de los alumnos ante el aprendizaje para poder planificar la ense- 
ñanza de manera más efectiva». 

Creemos que una contribución añadida de este estudio ha 
sido la necesidad de organizar y delimitar el tópico de errores y 
dificultades dentro del programa completo de formación de los 
futuros docentes, explicitando y haciendo hincapié en las rela- 
ciones que se establecen entre las asignaturas de los diferentes 
cursos. Esto nos ha llevado a reflexionar sobre la importancia de 
la coordinación entre el profesorado, tanto en el aspecto trabaja- 
do como en otros, para asegurar un tratamiento global, secuen- 
ciado y coherente de las competencias a desarrollar a lo largo de 
la formación universitaria. 
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Analysis of UCMAS method for mental calculus 
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Resumen 

El método UCMAS (Universal Concept of Mental Arithmetic System) tiene 
como uno de sus fines el desarrollo del cálculo mental en los niños. Comienza 
con el uso del ábaco soroban. Su objetivo principal es el desarrollo intelectual 
a través de la estimulación del cerebro en los niños de 5 a 13 años. UCMAS se 
usa en diferentes países. Se conoce en España desde hace pocos años. En este 
trabajo describimos su origen, sus principales características, el ábaco soroban, 
los fundamentos matemáticos sobre los que se basa y algunas actividades. Fi- 
nalmente, usamos un análisis DAFO del método UCMAS, que muestra informa- 
ción útil para la investigación y la docencia. 


Palabras clave: ábaco soroban, cálculo mental, métodos de cálculo, UCMAS 


Abstract 

The UCMAS (Universal Concept of Mental Arithmetic System) has as one of ¡ts 
main aime the development of children' mental calculus. lt starts with the use 
of Soroban abacus. Its main objective is the intellectual development through 
the stimulation of the students' brain. The method ¡is recommended for chil- 
dren between 5 and 13 years old. UCMAS ¡s used in different countries. It is 
known in Spain since a few years. In this work we describe ¡ts origin, its main 
characteristics, the soroban abacus, the mathematical foundation in which it 
is based on, and some activities. Finally, we use SWOT analysis to identify 
strengths, weaknesses, opportunities, and threats related to UCMAS method, 
which shows useful information for research and teaching practices. 


Keywords: calculation methods, mental calculation, soroban abacus, UCMAS 
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1. Introducción 


El cálculo mental hace referencia al desarrollo de operaciones 
matemáticas sin el uso de recursos o materiales diferentes al 
cerebro. Por tanto, no se pueden usar calculadoras, ni lápiz y 
papel, ni siquiera otras partes del cuerpo como los dedos para 
realizar cálculos. También se concibe como aquellos procedi- 
mientos mentales diferentes de los algoritmos usuales, utiliza- 
dos para llevar a cabo operaciones aritméticas rápidas y exac- 
tas (Mochón y Vázquez, 1998). Por ello, el cálculo mental per- 
mite explorar y descubrir distintas formas de operar con los 
números. 

Diferentes autores destacan la importancia de trabajar el cálcu- 
lo mental desde las primeras edades. Esto lleva a los niños a al- 
canzar un sentido numérico que les permite afrontar, entender, 
analizar y resolver problemas que se les presentan cotidiana- 
mente (Fernández, 2018). En el currículo, el cálculo mental se 
recoge como una de las habilidades que debe adquirir el alumno 
de Educación Primaria para desarrollar un razonamiento lógico 
que le permita resolver problemas y operaciones aritméticas de 
una forma más precisa (Cantón y Mochón, 2003). 

A pesar de lo anterior, el cálculo mental en la escuela, en la 
mayoría de los casos, no se ejercita o no se hace lo suficiente 
(Gómez, 1989; Mochón y Vázquez, 1995). En los últimos años, 
se están introduciendo diferentes métodos en las aulas de mate- 
máticas en las primeras edades en España, con la intención del 
fomentar el cálculo mental. Uno de ellos es el método UCMAS 
(Universal Concept of Mental Arithmetic System), en el que se ins- 
truye a los niños en el uso del ábaco soroban a través de diversas 
actividades programadas. En este método se comienza con el 
uso de un material, el ábaco soroban, pero, de forma gradual, se 
va abandonando su uso para la realización de operaciones mate- 
máticas. 

Como investigadoras y docentes en Didáctica de la Matemá- 
tica, entre otras tareas, tenemos la responsabilidad de la forma- 
ción de maestros de Educación Primaria. Nos asaltan numero- 
sas y variadas preguntas sobre este método. Destacamos algu- 
nas: ¿es beneficioso este método?, ¿es beneficioso para todos 
los niños?, ¿fomenta el cálculo mental en detrimento de otras 
habilidades matemáticas?, ¿para quiénes?, ¿cómo y cuándo se 
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debe usar?, ¿hay casos o situaciones en los que no se recomien- 
de?, etc. Algunas de estas cuestiones están abordadas por los pro- 
pios promotores del método o directores de centros donde se 
trabaja con él. En cambio, no hemos encontrado resultados de 
investigación independientes que den cuenta del método. En 
este trabajo hacemos una primera aproximación al método 
UCMAS, mediante una descripción detallada y un análisis DAFO 
de este. 


2. El método UCMAS 


El programa UCMAS lo inició Dino Wong en 1993. La intención 
fue estimular la actividad cerebral de los niños a través del uso del 
ábaco soroban y el juego. Según se recoge en la web de UCMAS- 
España (http://www.ucmas.es/phone/el-programa.html), actual- 
mente más de un millón de alumnos trabajan con él, y se impar- 
te en más de 5000 centros educativos de 49 países distribuidos 
por Europa, Norteamérica, África y Asia. 

En España se establece este método entre los años 2006-2007, 
con el objetivo de dar respuesta a la búsqueda y formación en 
modelos educativos alternativos y que ayudaran a mitigar algu- 
nas dificultades con el cálculo mental. El método se usa en Espa- 
ña a través de dos modalidades diferentes: como actividad ex- 
traescolar o como implementación en el currículo del colegio. 
Actualmente, más de 10.000 alumnos cursan el programa en los 
mejores centros de enseñanza del país. 


2.1. Características generales 


Las siglas UCMAS proceden de Universal Concept of Mental Arith- 
metic System, cuya traducción al castellano es concepto universal 
del sistema de aritmética mental. El método consiste en: 


[...] el uso de una metodología determinada a través del ábaco y 
unos recursos didácticos particulares, que generan un modelo inno- 
vador y de gran eficacia que forma al individuo en habilidades y 
capacidades, mejorando así el proceso de enseñanza-aprendizaje. 
(Claret, 2012) 
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El uso del ábaco soroban y la posición y el movimiento coor- 
dinado de los dedos de ambas manos son partes esenciales del 
método. Dado que cada uno de nuestros hemisferios controla la 
actividad de nuestra mano contraria, este método favorece el 
equilibrio entre los dos hemisferios del cerebro (Claret, 2012). 

Esto es especialmente importante si tenemos en cuenta que 
parecen existir dos modos de pensar, el verbal y el no verbal, re- 
presentados por el hemisferio izquierdo y el derecho, respectiva- 
mente. Dado que se suele priorizar la forma verbal, en particular 
en occidente, este método favorecería el equilibrio entre ambos 
hemisferios. Nuestro hemisferio izquierdo controla la capacidad 
de representar los números con palabras y de realizar operacio- 
nes aritméticas mentalmente (Sperry, 1973). 

Para realizar cálculos con el método UCMAS, no es necesa- 
rio representar números con palabras. Calcular significa visua- 
lizar mentalmente imágenes de cuentas o bolitas en el ábaco 
soroban. Los niños que aprenden a utilizar el ábaco soroban 
generan en sus mentes una representación visual de esos núme- 
ros. Por tanto, trabajan con representaciones no verbales de los 
números (Barner y Frank, 2011). Los niños que aprenden a cal- 
cular con un ábaco relacionan que el número tres no es sola- 
mente la cifra 3 o la palabra tres escrita en un papel, sino que 
esa cifra tiene una posición determinada en una columna del 
ábaco. 

En este sentido, los defensores del método UCMAS conside- 
ran que se trata de un programa de desarrollo intelectual integral 
que activa las áreas cerebrales relacionadas con la memoria espa- 
cial, la sensibilidad artística, la capacidad de concentración entre 
otros. 

La edad recomendada para este método es el intervalo 5-13 
años. Esta recomendación se basa en dos argumentos. Desde el 
punto de vista fisiológico por ser la etapa de mayor plasticidad 
en el cerebro. El tejido neuronal se desarrolla en los niños desde 
los 4-6 años y este proceso se mantiene activo hasta los 12 años, 
momento en el que el desarrollo de los tejidos nerviosos alcanza 
el 75% (Healy, 1991). Desde el punto de vista cognitivo, un 
niño con menos de 5 años es posible que aún no identifique los 
números. En cambio, un niño de mayor edad no puede incorpo- 
rar al concepto del pensamiento solo imágenes, porque ya está 
acostumbrado a pensar de manera tradicional. 
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Como hemos indicado, en el método se usa el ábaco soro- 
ban, que describimos a continuación. 


2.2. El ábaco soroban 


El ábaco soroban es un ábaco de origen japonés compuesto por 
varillas verticales y en cada varilla cinco cuentas. Estas cuentas 
están separadas por una barra central horizontal, quedando en 
la parte superior una cuenta. Las cuentas de la parte superior se 
llaman de cielo y su valor es de 5 unidades. En la parte inferior 
están las cuatro cuentas de tierra, cada una con valor de una uni- 
dad en la posición de las unidades. En la figura 1 mostramos el 
ábaco soroban y sus diferentes partes. 


» CUENTA CON VALOR 
DE CINCO 


PUNTO DIVISOR DE 
CLASE 


* EJE O DIGITO 


CUENTAS CON VALOR 
DE UNO 


+4 00 E HD 4 
+4 00 AE HD 
+44 0 E HD 4 
+4 004 HD 
+4 00 45 HD 4 
+4 00 45 HD 4 
+4040 4 HD 
+4 00 4 HD 
+4 40. AE HD 
+4 00 4 HD 
+44 4 ¡MH < 
+4 00 E ¡HD 


UNIDADES 
DECENAS 


CENTENAS 


Figura 1. Partes del ábaco soroban. Fuente: Vega y Carranza (2016). 


Las cuentas de este ábaco adquieren valor cuando se acercan a 
la barra central y pierden su valor cuando se alejan de ella. En el 
ábaco de la figura 1, como todas las cuentas están alejadas de la 
barra central, está representando el número cero. 

En el método UCMAS se trabaja con números y las fórmulas" 
se basan en las reglas y axiomas matemáticos tradicionales en el 


1. El método UCMAS se compone de 34 fórmulas que mediante distintas operacio- 
nes aritméticas se realizan con el ábaco (figura 3). 
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sistema decimal de numeración indoarábigo (el habitual en la 
cultura occidental). Se asocia un número a ciertas cuentas y a 
una posición de estas en el ábaco, la noción de adición con «po- 
ner cuentas» y la de sustracción con «quitar cuentas», por poner 
algunos ejemplos. 

El manejo del ábaco es muy importante, porque se les enseña 
a Operar a través de él. De hecho, se suelen realizar ejercicios de 
dedos y se establecen una serie de pasos en el uso del ábaco so- 
roban en el método UCMAS. 

El primer paso es limpiar el ábaco, que significa dejarlo a 
cero. Para ello, se sujeta el ábaco y se levanta unos 45 grados. 
Después, se levantan todas las cuentas inferiores deben deslizar- 
se hacia la base del ábaco (figura 2). 

A continuación, se apoya el ábaco sobre la mesa de forma ho- 
rizontal y con el dedo índice derecho se levantan todas las cuen- 
tas superiores. La dirección es de izquierda a derecha y con el 
dedo índice derecho se levantan todas las cuentas superiores o 
cuentas de cielo. 


ca! Sc: a a a a a 


A e 


Y» y 


Figura 2. Movimiento del ábaco para ponerlo a cero. Fuente: Biedma (2014). 


Este paso hay que repetirlo cada vez que empecemos una 
nueva operación. 


Tipos de movimientos 
Hay diferentes tipos en función de los números implicados en 
las operaciones. Para los números 1, 2, 3, 4 y 5, realizamos un 
solo movimiento, para la suma se hará subiendo la ficha o gru- 
po de cuentas con el dedo pulgar y el movimiento de restar se 
hará bajando la ficha o grupo de cuentas con el dedo índice. 
Para 6, 7, 8 y 9, el ejercicio es diferente, pues se requiere el 
movimiento simultáneo de 2 o más cuentas. A este movimiento 
se lo llama PINCH cuando sumamos, y SPLIT cuando restamos. 
En la tabla 1 mostramos un ejemplo de los movimientos que 
hay que realizar, por ejemplo, para el número 6. 
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Tabla 1. Ejemplos de movimientos. 


Operación Movimiento de los dedos 


+6 Subir con el dedo pulgar derecho 1 ficha y bajar la ficha5 con el 
índice derecho simultáneamente. 


-6 Bajar con el dedo pulgar derecho 1 ficha y subir la ficha5 con el 
índice derecho simultáneamente. 


El ábaco solo se sujeta con una mano. Los dedos pulgar, anu- 
lar y meñique sujetan el ábaco y el índice y medio se utilizan 
para manipular las cuentas, haciendo la forma de las orejas de 
un conejo. 


Figura 3. Posición de los dedos para sujetar el ábaco. 


La sujeción del lápiz es importante para el correcto manejo 
del ábaco. Si los niños son diestros o zurdos, el método UCMAS 
indica diferentes posiciones. 


2.3. Fundamentos matemáticos 


El método UCMAS tiene 32 fórmulas que los niños van apren- 
diendo progresivamente. Hasta que no las conozcan todas, no po- 
drán trabajar solos. (http://es.scribd.com/doc/96714959/ 
UCMAS-1). Se distinguen tres tipos de fórmulas: a) amigos peque- 
ños, b) amigos grandes y c) combinaciones. Las parejas de amigos 
pequeños están formadas por parejas cuya suma de ambos núme- 
ros es igual a cinco. Las parejas de amigos grandes están formadas 
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por dos números cuya suma es 10. Se dice que el mejor amigo de 
los amigos grandes es el número 10. Las combinaciones combi- 
nan una pareja de amigos pequeños con otra de amigos grandes. 

En la figura 4 se observan las 34 fórmulas. Las flechas indican 
el sentido en el que hay que desplazar la ficha en el ábaco. 


a tada Peque al el 
PE .o=wrotimo -destit PP osotnoptt an 
TE pat E FO osatiobiida 
TE OE O 
1435 +6=4 TOtGÍ es mit ES 


$S=St 10151 45% 


Combinaciones, Combinaciones, 
Positivas s=strrnt  Megalivas, 0-0 


estorii ii +8=7 


Otis sim iidti 5887 


) 
> —— —- + > 
— 


; 
OS O E O 
esevrii ie +1=9b nt eh ES OE 
wsemtriit =44 54100 3 dll 


Figura 4. Fórmulas (UCMAS España SL). Fuente: http://ucmas.es/materiales/otros/ 
LISTA%.20FORMULAS0020BASIC.padf. 


Dependiendo de la suma o resta, el alumno tiene que elegir 
una fórmula de estos grupos siguiendo una jerarquía predeter- 
minada. 

En las primeras edades del uso del método UCMAS (5-7 años 
aproximadamente), el aprendizaje de las fórmulas tiene de apo- 
yo imágenes del ábaco acompañadas de flechas y se incluye el 
símbolo de suma o resta. Así pueden aprender el «movimiento» 
de una fórmula con las flechas y el símbolo matemático de la 
operación como ayuda (figura 4). Por ejemplo, para+ 4=+5- 1, 
el movimiento correspondiente del movimiento sería: +4 =5 | 
1 Operación: +4 =+5- 1. 


ia 


Figura 5. Fórmulas con flechas. 
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La suma en un libro de texto UCMAS no se expresa de la for- 
ma tradicional. Una operación se representa de la siguiente ma- 
nera: el niño visualiza los tres números a la vez y posteriormente 
sigue el procedimiento UCMAS (observar, elegir fórmula y cal- 
cular) para llegar al resultado (Claret, 2012). 


2.4. Actividades 


El trabajo con el método UCMAS incluye de juegos variados y 
dinámicos. Describimos a continuación algunos de ellos. Co- 
menzamos por los que fomentan la atención, la concentración, 
la memoria visual y espacial. 


e Speed writing? es un juego de concentración en el que hay que 
escribir el mayor número de parejas de amigos pequeños o 
grandes en un minuto. 

e En short term memory se dicen en voz alta cinco números a los 
niños, cambiando la velocidad al decirlos y el intervalo de 
tiempo entre ellos. Después los tienen que escribir. Se va au- 
mentando la cantidad de números. Este juego se puede hacer 
con tarjetas de imágenes. 

e Para el juego del teléfono árabe, se divide la clase en dos equi- 
pos y el profesor propone una operación a un miembro de 
cada equipo. Este miembro hace la operación mentalmente 
con su ábaco imaginario y a continuación le dice la operación 
a su compañero de al lado, quien debe resolver y seguir la ca- 
dena. Y así sucesivamente hasta llegar al último miembro del 
equipo, quien deberá decir en voz alta la operación y su resul- 
tado. 

e En el juego del fotógrafo, todos los alumnos se colocan en 
grupo, como si les fueran hacer una foto. Uno de ellos será el 
fotógrafo, quien tendrá que observar en un tiempo concreto 
todos los detalles de la foto imaginaria que ha realizado. A 
continuación, se marcha de la clase y el grupo cambiará de 
posición e introducirán elementos nuevos. El fotógrafo debe- 
rá averiguar qué ha cambiado con respecto a la foto original 
(Claret, 2012). 


2. Mantenemos la terminología en inglés porque en España se usa así en las activi- 
dades a las que hemos tenido acceso. 
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Otros juegos se centran más en favorecer la memoria visual y 
auditiva. 


e Las flash cards son tarjetas con la imagen de un número por 
una cara, y la imagen de ese mismo número representado en 
el ábaco soroban en la otra cara. El objetivo es averiguar el 
número viendo la imagen del ábaco. 

e En los mentals, los niños pasan de usar el ábaco físicamente a 
usarlo de forma imaginaria, mediante una imagen mental del 
mismo. Primero usarán los dedos como apoyo, aunque ya sin 
el ábaco. Progresivamente, dejarán de usar los dedos. Se con- 
sidera un momento clave en el método. 


Para que el trabajo realizado sea eficiente, es necesario que: 
a) la práctica sea constante, y b) que se practique en casa, además 
de en el colegio. En este sentido, se requiere el apoyo de las fami- 
lias de los niños que trabajen con este método en los centros 
educativos (Claret, 2012). 


3. Análisis DAFO del método UCMAS 


El análisis DAFO responde a las siglas de Debilidades, Amenazas, 
Fortalezas y Oportunidades. Es una técnica de análisis que procede 
del ámbito empresarial facilitando el proceso de planificación es- 
tratégica, proporcionando la información necesaria para la imple- 
mentación de acciones y medidas correctivas, y para el desarrollo 
de proyectos de mejora (Díaz y Matamoros, 2011; Gúrel, 2017). 

La técnica DAFO consta de las siguientes fases: a) plantea- 
miento, que consiste en definir y distinguir claramente los con- 
ceptos de debilidad, fortaleza, amenaza y oportunidad; b) análisis, 
tanto interno, nuestras debilidades y fortalezas, como externo, 
las amenazas y las oportunidades del entorno; y c) finalmente, 
se expresan los resultados realizando un vaciado de los datos en 
una tabla y se formulan las estrategias o propuestas de mejora 
(Moral, Arrabal y González, 2010). 

Esta técnica se ha extrapolado desde el ámbito empresarial al 
educativo, donde se ha usado en diferentes contextos. Se emplea 
para evaluar programas, situaciones, actuaciones, experiencias, 
cursos, etc., con el objetivo de realizar un análisis en profundi- 
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dad, detectar necesidades, buscar estrategias y realizar propues- 
tas de mejora (Moral et al., 2010). 

Para el análisis DAFO a menudo se organizan los datos en 
una tabla o matriz de 2 x 2 (figura 6). Esta matriz representa las 
categorías internas y externas. La idea es tomar una visión holís- 
tica de las cuatro categorías, aunque para fines prácticos, cada 
uno puede desglosarse por separado (Leigh, 2006). 


Internas Fortalezas Debilidades 
a. a. 
b. b. 
C. C. 

Externas Oportunidades Amenazas 
a. a. 
b. b. 
C. C. 


Figura 6. Matriz de 2 por 2 del análisis DAFO (Leigh, 2006). 


La técnica DAFO se desarrolla mediante cuestiones que persi- 
guen diagnosticar la situación presente, proyectar situaciones fu- 
turas y prever acciones posibles considerando los condicionan- 
tes tanto en positivo como en negativo que rodea la temática a 
abordar. Se concreta en preguntas que corresponden a criterios 
internos (fortalezas y debilidades) y externos (oportunidades y 
amenazas) (Colás y De Pablos, 2004). Describimos estos cuatro 
elementos con el método que nos ocupa. 


3.1. Fortalezas 


Las fortalezas son características del método para las que es espe- 
cialmente útil y que, de algún modo, distinguen a este método 
de otros. Deben ser características claras que las tenga este méto- 
do y no otros. Para que sea una fortaleza, debe sobresalir sobre 
los demás (MindTools, s. f.) 

Identificamos las siguientes fortalezas en el empleo del méto- 
do UCMAS. 


e Se pueden representar números y realizar las operaciones arit- 


méticas elementales (adición, sustracción, multiplicación y 
división). 
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e Se fomenta la atención, la concentración, la memoria visual y 
espacial. 

e Hay actividades y juegos variados, para trabajar individual y 
grupalmente. 


3.2. Debilidades 


Las debilidades son características que hacen que otros métodos 
sean más útiles que este en algún sentido. Se debe pensar en ele- 
mentos que se pudieran mejorar o prácticas que pudieras ser más 
efectivas o eficientes si se desarrollaran de otro modo (Mind- 
Tools, s. f.). 

A continuación, describimos las debilidades identificadas en 
el método UCMAS: 


e Podría confundir al niño si se combina con otros métodos 
para el aprendizaje de las operaciones aritméticas básicas. 

e Es difícil acceder al material. En la mayoría de los casos, no es 
de acceso abierto. 

e Se necesitan recursos para que cada niño tenga un ábaco so- 
roban. 

e Se necesita la práctica en casa y no todas las familias han de 
tener los conocimientos necesarios. 


3.3. Oportunidades 


Las oportunidades recogen ocasiones o casos en los que el mate- 
rial se podría mejorar y para lo que hay que trabajar y hacer 
transformaciones. Pueden derivarse de situaciones educativas y 
docentes que se prevean con su uso para el presente o el futuro. 
Se pueden proponer teniendo en mente los cambios sociales, los 
perfiles del alumnado y las costumbres (MindTools, s. f.). 

Planteamos las siguientes oportunidades para el método 
UCMAS: 


e Dar acceso gratuito a los materiales del método. 

e Plantear una formación de las familias para que puedan apo- 
yar a los niños que usen el método UCMAS. 

e Diseñar e implementar formación de maestros en este méto- 
do para que puedan usarlo en las aulas o a través de activida- 
des extraescolares. 
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3.4. Amenazas 


Las amenazas incluyen cualquier aspecto que pueda afectar ne- 
gativamente al uso del método por cuestiones externas como, 
por ejemplo, problemas económicos o requerimientos educati- 
vos, entre otros. Se pueden tener en cuenta obstáculos externos 
que puedan influir en que no se use el método. Conocer otros 
métodos y analizar en qué sentido que puede mejorar este puede 
ser útil también (MindTools, s. f.). 
Percibimos las siguientes amenazas en el método UCMAS: 


e No se usa la tecnología. 

e En algunos países, el ábaco soroban no se usa habitualmente 
en los centros educativos. 

e Las demandas curriculares no dejan mucho margen de tiem- 
po para utilizar métodos diferentes de los tradicionales que, 
al menos inicialmente, requiere una inversión de tiempo. 

e Se requiere que los maestros o maestras que vayan a trabajar 
matemáticas con los niños desde los 5 a los 13 años conoz- 
can y empleen el método. Esto implica a maestros de Educa- 
ción Infantil, de Educación Primaria y profesores de matemá- 
ticas de Educación Secundaria. 


4. Conclusiones 


En este trabajo hemos descrito el método UCMAS y hemos plan- 
teado las debilidades, amenazas, fortalezas y oportunidades que 
observamos desde nuestro conocimiento del método y de la si- 
tuación educativa en España. 

En primer lugar, destacamos que la búsqueda de referencias 
para la realización de este trabajo ha dado pocos resultados, 
a pesar de contar con los recursos disponibles en la Bibliote- 
ca de la Universidad de Granada y de ser conocedoras de dife- 
rentes bases de datos especializadas. En diferentes momentos 
durante el avance de este trabajo, nos hemos encontrado con 
la imposibilidad de acceder a diferentes documentos en acceso 
abierto. 

El método UCMAS se propone para implementarlo con niños 
de 5-13 años. En el caso de España, esto implica que los maes- 
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tros de Infantil, Primaria y Secundaria deberían ser conocedo- 
res de este para implementarlo en sus aulas. Esto es especialmen- 
te complicado si se quiere desarrollar en centros educativos pú- 
blicos, porque los niños de esas edades pasan al menos por dos 
centros educativos diferentes entre los 5 y los 13 años: uno de 
Educación Infantil-Primaria (3-12 años) y otro de Educación Se- 
cundaria. 

Desde el punto de vista de la investigación, creemos que 
queda trabajo por hacer con relación al método UCMAS. A con- 
tinuación, perfilamos algunas líneas de trabajo en este senti- 
do. Una primera cuestión general es que no hemos encontrado 
investigaciones en España que verifiquen las ventajas que los 
creadores del método o los directores de centros privados don- 
de se imparte le atribuyen a este método. Sería conveniente de- 
sarrollar un estudio empírico donde se puedan comparar gru- 
pos de niños similares, con un grupo de control y otro experi- 
mental. 

Como hemos descrito, existen dos modalidades para el uso 
del método en los centros educativos: como integración en el 
currículo y como actividad extraescolar. Cabe plantearse si las 
dos modalidades son igual de eficientes. Creemos necesario in- 
dagar sobre las diferencias que se deberían tener en cuenta en 
ambas modalidades y si en el caso de que se use en actividades 
extraescolares, cómo se recomienda combinar este trabajo con el 
que hacen en sus clases habituales de matemáticas. 

Otra cuestión que afecta a la práctica docente es la atención a 
la diversidad. En las aulas ordinarias asisten alumnos muy diver- 
sos. ¿Cómo se atiende con este método a las necesidades indivi- 
duales de cada alumno? ¿Qué ocurre con los que tienen necesi- 
dades específicas de apoyo? ¿Y a los que son de alta capacidad o 
tienen talento matemático? 
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Resumen 

El capítulo estudia la reflexión de futuros profesores de Matemáticas (FPM) 
durante la realización del Prácticum; se conjetura que el análisis reflexivo po- 
sibilita en el FPM transformar los aspectos inconscientes de la enseñanza, en 
conscientes. A través de un experimento de enseñanza los FPM enfrentan un 
problema profesional referido a la enseñanza del álgebra, profundizan en di- 
cho problema a través del diseño, implementación y análisis reflexivo de las 
tareas matemáticas para una clase. Siguiendo el estudio de caso, se examina el 
proceso formativo y las producciones. Los resultados muestran que las tareas 
iniciales sufrieron modificaciones y cobraron sentido para la práctica docente 
producto de los procesos de reflexión. De este modo, los FPM incorporan nue- 
vos elementos a su actuación incrementando en sus conocimientos profesio- 
nales. 


Palabras clave: formación de profesores, profesor reflexivo, experimento de 
enseñanza 


Abstract 

The chapter studies the reflection of Future Teachers of Mathematics (FPM) 
during the realization of the Practicum; it is conjectured that reflexive analysis 
makes it possible in the FPM to transform the unconscious aspects of teaching 
into conscious ones. Through a teaching experiment the FPM face a profes- 
sional problem related to the teaching of algebra, deepen that problem 
through the design, implementation and reflective analysis of the mathemati- 
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cal tasks for a class. Following the case study, the training process and produc- 
tions are examined. The results show that the initial tasks underwent modifi- 
cations and made sense for teaching practice as a result of the reflection pro- 
cesses. In this way, the FPM incorporate new elements into their performance 
by increasing their professional knowledge. 


Keywords: teacher training, reflective teacher, teaching experiment 


1. Referentes teóricos 


La investigación sobre la formación y el aprendizaje de los pro- 
fesores de Matemáticas ubica la reflexión como uno de los as- 
pectos importantes para aproximar la teoría y la práctica (Kieran 
et al., 2013); otros investigadores discuten la pertinencia de estos 
constructos (conocimiento profesional y reflexión) en relación 
con el desarrollo profesional (Lin y Rowland, 2016) y conside- 
ran la reflexión clave para el desarrollo de los sistemas educati- 
vos y un desafío para lograr una educación matemática de cali- 
dad. De aquí la importancia de promover la reflexión en Futuro 
Profesor de Matemáticas (FPM) e incorporar conocimiento pro- 
fesional para otorgar sentido al Prácticum (Blanco-Álvarez y Cas- 
tellanos, 2017). Nos planteamos, por tanto, el siguiente proble- 
ma: ¿cómo promover en futuros profesores de Matemáticas pro- 
cesos de reflexión durante las prácticas? y ¿cómo planean y 
transforman sus tareas de enseñanza como consecuencia de esta 
reflexión? 


1.1. La reflexión del profesor sobre su práctica 


La reflexión docente se considera un elemento fundamental en el 
desarrollo profesional y un medio para la progresiva compren- 
sión de la práctica. Siguiendo los planteamientos de Schón 
(1992) y Dewey (1989), se considera que la reflexión implica 
una representación activa de la realidad, que incluye la mirada 
retrospectiva sobre las acciones en dichas experiencias, el recono- 
cimiento de las concepciones que en ellas están implicadas y la 
toma en consideración de las consecuencias de tales acciones, 
culminando con la exploración de posibles alternativas; El FPM 
es gestor del proceso de reflexión, quien identifica y asume un 
problema de la práctica, lo afronta a través de la revisión de sus 
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creencias, para estar en disposición de entenderlo y replantearse 
alternativas para asumirlo (Flores, 2007). En este sentido, y dado 
que la única experiencia que tienen los FPM con la enseñanza es 
la que le proporciona el prácticum, para comprender el proceso 
de reflexión que revelan los FPM se usa la descripción crítica de la 
experiencia, haciendo la reconstrucción analítica del proceso for- 
mativo en el contexto; se examina la evolución y características 
de las tareas matemáticas escolares diseñadas e implementadas. 

Desde la postura cognitiva, la cual aborda la reflexión como 
un proceso y un fin, identificamos en varios autores rasgos co- 
munes que permiten caracterizar ese proceso (Dewey, 1989; 
Schón, 1992; Perrenoud, 2004; Zeichner, 1993; Flores, 2007). 
Las principales etapas identificadas por los autores mencionados 
anteriormente son: a) problematización de los hechos de la rea- 
lidad; b) distanciamiento de la realidad; c) toma de conciencia 
de los propios y nuevos conceptos, y d) las decisiones para la 
nueva actuación. 

La principal característica de la reflexión en todas estas postu- 
ras es su fin: en la formación inicial se encamina a la compren- 
sión de la práctica docente (Blanco-Álvarez y Castellanos, 2017). 
Entendemos los problemas profesionales como las cuestiones 
que enfrenta el profesor; son origen de cuestionamientos y dile- 
mas de la práctica docente y los focos de reflexión en torno a ta- 
reas profesionales; es la dificultad que no puede resolverse auto- 
máticamente, sino que requiere de la reflexión para transformar 
en conscientes, los aspectos inconscientes de la enseñanza (Cas- 
tellanos et al., 2017). 


1.2. Enfoque realista para la formación de profesores 


Para abarcar la relación entre conocimiento teórico y práctico, 
nos posicionamos en la perspectiva formativa del enfoque realis- 
ta, que promueve la reflexión para acercar dichos campos. Según 
Melief et al. (2010), este modelo de formación permite a los pro- 
fesores fundamentar los problemas surgidos en la práctica desde 
la teoría. En este sentido el profesor es generador de situaciones 
de aprendizaje escolar a partir de la realidad de su práctica. Los 
principios de este enfoque (tabla 1) apuestan de manera implíci- 
ta a la reconstrucción del conocimiento profesional. 


5. Reflexión de futuros profesores de matemáticas sobre las tareas de enseñanza | 97 


Tabla 1. Principios de la formación de profesores en el enfoque realista. 


Principio 1: El punto de partida son las cuestiones que emergen de la 
práctica 


Principio 2: La formación pretende fomentar la reflexión sistemática 


Principio 3: El aprendizaje es un proceso social e interactivo 


Principio 4: Tres niveles en el aprendizaje: representación, esquema y 
teoría 


Principio 5: Autonomía y construcción de la competencia profesional 


Korthagen et al. (2001) defienden el aprendizaje reflexivo en 
la formación de profesores para: a) conocer diversas maneras de 
actuar en la práctica; b) saber cuándo, qué y por qué algo es con- 
veniente; y c) reflexionar sobre ello sistemáticamente. Desde esta 
perspectiva, el aprendizaje reflexivo se constituye en el principio 
general de la formación de profesores, surgido del enfoque rea- 
lista. A partir de este replanteamiento, las habilidades reflexivas 
son ahora consideradas como esenciales por su papel en la ad- 
quisición de habilidades lectivas y en la reformulación del cono- 
cimiento, la práctica y la experiencia humana. La reflexión siste- 
mática se concreta a través de la puesta en marcha de un ciclo de 
reflexión inscrito en el modelo ALaCT (Korthagen et al., 2001), 
buscando la alternancia entre «acción» y «reflexión». Su notación 
se identifica con las siglas de las iniciales de su definición (Action, 
Looking back on the action, awareness of essential aspects, Creating 
alternative methods of action y Trial). A continuación, describimos 
las cinco etapas que hemos equiparado con acciones para llevar 
a cabo la reflexión: 


e Acción o experiencia: se identifica y analiza una problemáti- 
ca, exhibiendo los hechos conflictivos y de duda. La fase A se 
inicia con la descripción y el planteamiento de una situación 
que problematiza los hechos observados en la práctica; pre- 
tende dar sentido al objeto de reflexión concretando en una 
cuestión. 

e Mirar hacia atrás en la acción: consiste en esbozar una «ima- 
gen» de los acontecimientos que han dado lugar a la proble- 
mática. En la fase L se examinan y exteriorizan creencias, lo 
cual conduce a la mirada distante de la realidad. 
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e Conocer puntos importantes o esenciales: tomar conciencia 
de la acción. En la fase a, se resaltan elementos importantes 
de la situación que conducen a la concienciación del conoci- 
miento y a profundizar el objeto de la problemática. 

e Crear, buscar y preparar alternativas para acción: significa 
proponer una solución a la problemática, fruto de las fases 
anteriores. En la fase C se buscan estrategias para reformular 
el plan de acción para eventos posteriores. 

e Comprobar en una nueva situación: aplicar la solución en 
una nueva situación. En esta fase T se inicia un nuevo ciclo a 
partir de la aplicación de nuevas alternativas. 


1.3. Las tareas matemáticas para la instrucción 


Entendemos una tarea como un segmento de actividad de clase 
que se dedica al desarrollo de un concepto matemático en parti- 
cular (Stein y Smith, 1998). En tal sentido una tarea podría estar 
compuesta por varios problemas relacionados (ejercicios o sen- 
tencias) o podría ser un solo problema complejo. Las tareas in- 
volucran todas las actividades llevadas a cabo por los FPM con 
escolares para el desarrollo de la lección. 

Un aspecto a considerar es el grado en que una tarea es autén- 
tica. Newmann et al. (2007) definen una tarea auténtica como 
aquella que se considera significativa, valiosa, y digna del esfuer- 
zo, es decir, tareas que conectan la lección con el mundo real del 
escolar y que involucran las preocupaciones del docente; en tal 
sentido la tarea se entiende como un todo desde el diseño a la 
implementación y el rediseño. La tarea en sí misma se convierte 
en problema profesional del EPM, proporcionando oportunida- 
des para desarrollar sus conocimientos matemáticos y didácticos 
para la enseñanza. 

En la literatura se identifican varios aspectos que debe consi- 
derar el profesor de Matemáticas al seleccionar, diseñar o modi- 
ficar tareas. Según Moreno y Ramírez (2016) se atiende a las va- 
riables de tarea (contenido, complejidad y situaciones); compo- 
nentes de la tarea (meta, formulación, temporización) y 
funciones de la tarea (diagnóstico, auto/regulación, síntesis). Al 
igual que otros investigadores coincidimos en la necesidad del 
análisis reflexivo acerca de la formulación de la tarea (Liljedahl 
et al., 2007); este análisis reflexivo ilumina cualquier rediseño 
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que puede ser beneficioso para las futuras lecciones. El ciclo re- 
flexivo ALaCT ha sido configurado para promover en la forma- 
ción inicial de profesores de Matemáticas el diseño iterativo de 
tareas (Castellanos et al. 2018, p. 4). De este modo, los FPM: 
a) problematizan hechos de la práctica y diseñan las tareas para 
abordar la situación problema (fase A); b) toman distancia de 
sus creencias, sometiendo la tarea al juicio (fase L); c) toman 
consciencia de los aspectos relevantes de la aplicación bajo la 
mirada de expertos (fase a); d) establecen decisiones para el redi- 
seño de la tarea, la modifican o ajustan (fase C), y e) prueban las 
alternativas en futuras lecciones (fase T). 


2. Metodología de la investigación 


Se configura un experimento de enseñanza siguiendo el mode- 
lo de Korthagen et al. (2001) con el propósito de identificar y 
describir los aspectos de la reflexión que manifiestan FPM du- 
rante el prácticum. Para el desarrollo de esta materia se le pide 
a los FPM que realicen un análisis didáctico del tema a desarro- 
llar en las aulas de Secundaria. El análisis didáctico es un proce- 
dimiento cíclico que describe cómo el profesorado debería 
idealmente diseñar, llevar a la práctica y evaluar actividades de 
enseñanza y aprendizaje (Rico y Moreno, 2016). A su vez, se 
puede subdividir en cuatro análisis complementarios: análisis 
de contenido, análisis cognitivo, análisis de instrucción y análi- 
sis de actuación. 

Siguiendo el paradigma cualitativo, se procesan los datos del 
estudio mediante un análisis de contenido. Siguiendo el estudio 
de caso (Stake, 1998), se examina el proceso formativo y las pro- 
ducciones de Juan, un FPM que ha cubierto las fases del proceso 
reflexivo y al que denominaremos con este pseudónimo. Juan es 
un estudiante que se prepara para ser profesor de Secundaria y 
que está realizando el prácticum del último año de su Licencia- 
tura. Eligió álgebra como unidad didáctica de sus prácticas. Para 
cada fase del ciclo se espera que el FPM realice unas acciones re- 
flexivas (tabla 2) que son motivadas a partir de unas preguntas 
orientadoras (Castellanos et al., 2018). 
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Fases 


Acción reflexiva 


Tabla 2. Acciones reflexivas en fases del ciclo ALaCT. 


Preguntas orientadoras 


A Partir de la ac- 


ción o expe- 
riencia 


Problematización. 
Describir hechos y contex- 
to. 

Definir la problemática. 


¿Cuáles fueron los aconte- 
cimientos? ¿Cuál es el con- 
texto del conflicto? ¿Qué 

inquietud quiero abordar? 


Mirar hacia 
atrás en la ac- 
ción 


Distanciamiento. 

Identificar creencias y exa- 
minar los supuestos y fun- 
damentos la problemática. 


¿Cuáles son las razones que 
originan los hechos? ¿Qué 

cree sobre la problemática? 
¿Qué significa la problemá- 


tica y cómo la define? ¿Qué 
puntos de vista tiene? 


¿Cómo se define y en qué 
consiste la problemática? 


Toma de consciencia. 
Analizar conceptos que 


a Tomar concien- 
cia de aspectos 


importantes definen la problemática. ¿Cómo abordar la proble- 
mática desde otros puntos 
de vista? 
C Crear alternati- Decisiones. ¿Qué alternativas de acción 
vas para la ac- Evaluar solución la situa- hay? ¿Cuál es una posible 
ción ción. solución a la situación? 


Buscar estrategia. 


¿Cuál es la pregunta que re- 
formula el conflicto inicial? 


Probar en una nueva situa- 
ción (otro ciclo). 


T Comprobar la 
nueva situación 


Para comprender el proceso de reflexión que revelan los FPM, 
se usa la descripción crítica de la experiencia, haciendo la recons- 
trucción analítica del proceso formativo en el contexto; se exa- 
mina la evolución y características de las tareas matemáticas es- 
colares diseñadas e implementadas. Las categorías objeto de 
análisis son: variables de tarea; componentes de la tarea y fun- 
ciones de la tarea. Dichas categorías se manifiestan como pro- 
ducto del proceso reflexivo y dan evidencia del conocimiento 
usado por los FPM al abordar las problemáticas de la práctica 
docente (Castellanos et al., 2017). Las categorías de análisis se 
describen en el informe por episodios; las interpretaciones se ilus- 
tran con extractos de las producciones de los FPM (marcadas en- 
tre comillas). 
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3. Ciclo reflexivo sobre las tareas 
para el aprendizaje 


El reactivo del ciclo de reflexión lo constituyó la selección y el 
diseño de tareas para una clase de Álgebra escolar, en coherencia 
con la problemática abordada en términos del sentido estructu- 
ral (Hoch y Dreyfus, 2006). El proceso reflexivo se cubrió acorde 
a las fases ALaCT (figura 1) a través de ciclos iterativos. A conti- 
nuación, discutimos los resultados del proceso reflexivo que rea- 
liza Juan cuando rediseña e implementa una clase ajustando las 
tareas escolares para enseñar la factorización y la transformación 
de expresiones de la forma (a+b)?. 


mb a = eE «<E> 


Figura 1. Trayectoria formativa para promover ciclos reflexivos. 


En el análisis del ciclo reflexivo interpretamos las situaciones 
problemáticas que identifican y formulan los FPM a partir de la 
planeación y puesta en marcha de una clase para el plan de aula. 
Examinamos los ajustes que las tareas escolares sufren en su di- 
seño; nos centramos a lo largo del ciclo ALaCT en las variables 
de tarea, funciones y componentes que han sufrido cambio, pro- 
ducto de las acciones reflexivas. 


3.1. Fase A: partir de la acción o experiencia 


Episodio 1. Juan expone situaciones conflictivas que surgen de 
su práctica al planear una clase de álgebra (figura 1). Las cuestio- 
nes son referidas al diseño de tareas y a su coherencia con el pro- 
pósito de la instrucción. Juan identifica la problemática y descri- 
be dos fenómenos del ámbito didáctico que le inquietan: el sen- 
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tido estructural que dan los alumnos a las tareas de factorización 
y las dificultades del aprendizaje: 


¿Cuál es la situación problema? 


Se sienten inhábiles para dar sentido a los conceptos, no reconocen 
una estructura interna familiar, involucrada en la expresión dada. 
Me explico: m? + 6m + 9 tiene la estructura interna de un binomio 
cuadrado, o sea (m+3)?. 


No logran ver cómo (o por qué) trasformar esta expresión. 


Mi afán está en la factorización de TCP, el sentido estructural que 
dan los jóvenes, prepararlos para el desempeño alto y que entien- 
dan lo que hacen y por qué proceden así. 


Juan ha identificado como foco de inquietud la factorización 
de un trinomio cuadrado perfecto (TCP). Para esto, los alumnos 
deben reconocer la identidad notable involucrada en las expre- 
siones algebraicas de la forma TCP. Juan identificó dificultades 
de los escolares para «comprender la estructura interna de la ex- 
presión dada y reconocer en ella, una estructura familiar».* El 
FPM identifica esta problemática como un hecho que tiene fun- 
damento en el primer descriptor del sentido estructural (Hoch y 
Dreyfus, 2006). La primera versión de la tarea que Juan creó para 
su clase (figura 2) son ejercicios con una formulación instru- 
mental, en contexto puramente matemático, dejando claras las 
instrucciones y los datos. 

Juan esperaba lograr la conexión de conceptos, usando algu- 
nas preguntas con las que podría obtener variadas estrategias de 
solución y su justificación. La tarea, con instrucciones guiadas, 
pretende llegar a una solución determinada de antemano, que 
busca «reconocer las relaciones entre los términos de la expre- 
sión» y su simplificación, para «ayudar a dar sentido a la estruc- 
tura (interna) de dichas expresiones». Interpretamos que Juan 
diseña tareas que consideran las dificultades de aprendizaje de 


1. Estructura familiar: referida a los «casos de factorización» o fórmulas que indi- 
can cómo, dada la estructura externa específica del polinomio, se establece el procedi- 
miento para expresarlo como producto de dos o más factores. En esta ocasión arrancan 
de las identidades notables basadas en cuadrados de un binomio. 
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EVALUACIÓN (O [sua 


O Jaosa AN 


PRUEBA | Ó)| TALLER CTURA (O) 
OBJETIVO identificar los € 
RECOMENDACIONES. Lea del 


VALORACION DE LA EVALUA! 


o 


or sobre mmprticación de fracciones algebraicas 


mente y siga las mstrucciones indicadas 
VALORACION CADA PUNTO 20 Vo Bo Jefe Area 


1. Observe con atención las siguientes expresiones algebraicas. ¿Qué 
puede decir de ellas, de su forma? 
o mMim+m+1 
o a%+3a+3a+9 
o x?*+(2)(4x) + 16 
2. Observe el segundo y tercer término de cada expresión ¿Qué puede 
decir de estos términos? ¿Qué relación guardan con el primer término? 
¿Qué relación guardan con el cuarto? 
3. Analizar la expresión x? + (2)(4x) + 16. Observe el tercer termino 
¿Qué puede decir? ¿Qué relación guarda con el segundo y con el 
primero? 


Figura 2. Tarea diseñada por Juan en la fase A 


los escolares. Se centra en tareas para orientar la conexión entre 
las identidades notables y la factorización. La tabla 4 sintetiza el 
análisis de la fase A al problematizar la práctica en términos de 
la planeación de tareas para la enseñanza de la factorización. 


Tabla 4. Síntesis de las dimensiones de análisis en fase A. 


Formulación de la problemática 


Análisis de las tareas 


Sujetos: jóvenes de 8. grado (13-14) 
años. 


Objeto: factorización de un TCP. 


Origen: dificultad para reconocer una 
estructura familiar (identidad nota- 
ble). Acción: orientar la conexión en- 
tre las identidades notables y la facto- 
rización. 

El déficit del FPM, necesidad de ac- 
tuación. 


Cuestión: ¿cómo involucrar a estu- 
diantes en el sentido estructural que 
conlleva la factorización? 


Percepción de la solución: existen ac- 
ciones para orientar la conexión entre 
las identidades notables y la factori- 
zación. 
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Reconoce dificultades asociadas a tra- 
tamiento y reconocimiento de la es- 
tructura interna de TCP. 


Considera las relaciones conceptuales 
y procedimentales del contenido ne- 
cesarias en la organización cognitiva 
de las tareas. 


Reconoce la simplificación de fraccio- 
nes algebraicas como un contexto 
que da sentido a la factorización. 


Valora las dificultades asociadas a la 
conexión de procedimientos y rela- 
ciones como oportunidad para el di- 
seño de tareas. 


Explicita las expectativas de aprendi- 
zaje involucradas en la tarea. 


3.2. Fase L: mirar hacia atrás en la acción 


Episodio 2. Juan pone en marcha las tareas planeadas y, pos- 
teriormente, reconstruye la clase (figura 1), a fin de explicitar 
los fundamentos de sus acciones. Analizamos la clase e inter- 
pretamos las razones que ofrecen para justificar la problemá- 
tica. 

Juan resalta aspectos examinados en su lección (figura 3); 
centró su actuación en los errores de los escolares, los cuales 
involucran el sentido que los escolares dan a la estructura de 
una expresión algebraica. Las precisiones que Juan logra al ex- 
plicitar la realidad que ocurre en su lección le permiten, como 
señala Flores (2007), distanciarse de sus presupuestos iniciales. 
Mirar hacia atrás en la acción conduce a resaltar la coherencia 
con los objetivos del aprendizaje, precisando la noción de acti- 
vidad algebraica (generacional y global) y las variables de tareas 
(situaciones y complejidad). Juan percibió la visión relacional 
del cálculo aritmético en la comprensión de las estructuras in- 
ternas de las expresiones algebraicas; consideró necesario traba- 
jar los TCP más allá de las actividades algebraicas de tipo trans- 
formacional (p. ej.: generalizar las expresiones algebraicas in- 
terpretando las relaciones que se definen en una expresión 
aritmética) 


Mirar hacia atrás en la acción 


Planteamiento 


eLa comprensión de la expresión 
algebraica» requiere de tareas para 
«alejar el proceso algorítmico» [1 y 
A Formas: az+ab+ ab+b* || 2] . . 
al+2abrb? eVisualizar y analizar la estructura 
El ma | (interna y externa) de la expresión 
relaciones, algebraica [2 y 3], requiere tareas 
“| propiedades, que consideren la expresión 
L— 3 operaciones, algebraica como un todo. 
E, q al | Analizar (significado dual del álgebra: objeto- 
Formas: (a + b)? proceso) [4]. 
4 (a +b)(a+b) e Las tareas que involucran el cálculo 
»| Transformar E | aritmético y el uso de estructuras 
El aritméticas pueden conducir a la 
ae comprensión semántica del TCP 


[4y5], 
Figura 3. Ruta de la lección examinada por Juan en la fase L. 


y 
| Expresiones algebraica 


»| Representar |-——— 
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En síntesis, el FPM reconoce que las tareas deberían plantear 
un reto al escolar, demandando el uso de conceptos en otros es- 
cenarios diferentes a los inicialmente aprendidos (tabla 5). Al 
igual que Thanheiser et al. (2016), al examinar Juan lo que signi- 
fican las tareas bien diseñadas, reconoce sus propias concepcio- 
nes y dificultades conceptuales. 


Tabla 5. Síntesis de las dimensiones de análisis en la fase L. 


JUAN Nueva Cuestión: ¿Cómo implicar la estructura interna de 
expresiones aritméticas en tareas para promover el sentido estructural? 


Reconoce en la teoría los descriptores del sentido estructural para la formula- 
ción de las tareas. 


Explicita algunas variables de tarea (complejidad, contenido). 
Identifica la actividad algebraica implicada en la formulación de tareas. 


Reconoce en la simplificación de fracciones algebraicas un contexto que da 
sentido a la factorización. 


Da organización cognitiva a la secuencia de tareas. 


3.3. Fase a: conocimiento de puntos 
importantes o esenciales 


Episodio 3. Siguiendo la trayectoria formativa (figura 1), se guía 
la confrontación entre pares y formadores, con el propósito de 
analizar los aspectos importantes de las tareas. Juan y sus com- 
pañeros de práctica ponen en común hechos relevantes de la lec- 
ción y confrontaron sus perspectivas para abordar la enseñanza 
del (a+b)?. La figura 4 resalta los aspectos importantes conside- 
rados en la discusión por los FPM para la solución otorgada por 
los escolares a la tarea. 

Para los FPM, es relevante la «relación entre los sistemas de 
representación, aludiendo a la comprensión de las trasformacio- 
nes sintácticas que se definen en (a+b)?»; resaltan la pertinencia 
de las distintas estrategias y las limitaciones de los alumnos en la 
retroalimentación y formalización conceptual. Los FPM compa- 
raron sus posturas y llegaron a acuerdos, resaltando la intención 
de «abandonar el diseño de tareas con tendencia tradicional» ba- 
sadas en el «manejo algorítmico de ejercicios». Ellos toman con- 
ciencia sobre las tareas de modo funcional, en tanto que recono- 
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Demanda: Establecer la equivalencia entre los miembros 
EP. e. — ———— 
Solución: Reconocer relaciones aditivas y multiplicativas 
en una estructura aritmética para demostrar la identidad. 
Discusión: Relevancia al tratamiento aritmético 
(relaciones que sustentan las operaciones) para establecer 
las equivalencias entre los miembros de una identidad 
Interesante: Acudir la estructura aritmética para 
demostrar la igualdad y las relaciones internas del TCP. 
Otorgar sentido a la estrategia para reconocer una 
estructura familiar (caso/identidad). Reconocer 
relaciones internas entre los términos. Contextualizar 
conceptos que dan sentido al aprendizaje (cuadrado 


erfecto) 
Usar las relaciones aritméticas 


(aditivas multiplicativas) para generar (o demostrar) la 
estructura interna de los TCP y posteriormente, su 
reconocimiento. Los jóvenes factorizan cuando 
comprenden que las expresiones algebraicas que 
cumplen con la estructura del binomio cuadrado son 
equivalentes antes y después de ser factorizados. 


En la expresión 25 + (2)(3)(b) +b? ESOMDA MaS ONMAOP. | 
Algunos establecieron la EaUivalenda (s+b)? = (5+b) (5+b). 


pero logran establecer la estructura 
multiplicativa asociada con dos factores (binomios) 


En las expresiones: 

25+30+9 = (5+3)2 

25 + (2) (15) + 9 = (5+3) (5+3) 

ero no expresaban de manera 


general la 
En algunos casos identificaban los 
perfectos, sin lograr los factores de 30 en términos de 3 y 5. 


Pocos comprendían la estructura interna que define los TCP. 


Muchos, eran hábiles al realizar EDO notables, a B 


la expresión 364? + 12ab +b? y, la expresión (b + 6a) (6a + b). 


: el orden de los términos internos no altera el significado, 


Lo esencial, usar las estructuras aritméticas para deducir pero'en número sida 


las identidades notables en la factorización del TCP 
(factorización). 


Figura 4. Análisis de aspectos importantes de la tarea implementada en fase A. 


cen «la importancia de las situaciones problema para abordar el 
contenido». La tabla 6 muestra un extracto de la síntesis y cone- 
xión conceptual de la puesta en común. Los FPM resaltaron tres 
ámbitos importantes: a) el sistema de representación simbólico 
de (axb)? y su vinculación con la aritmética; b) la fenomenología 
del (a+b)? y la conexión con la noción de equivalencia, y c) la 
relación de los campos procedimental y conceptual con el senti- 
do estructural. 


Tabla 6. Conexiones y sintesis conceptual resultado de la puesta en común. 


Síntesis 


Incluir las representaciones como meta en la tarea: favorecer la representa- 
ción del concepto binomio cuadrado y la comprensión de las operaciones que 
se emplean para factorizar el TCP. 


Involucrar tareas de autorregulación con expresiones numéricas y buscar la 
percepción de la estructura de TCP. 


Prever la simplificación de fracciones algebraicas y la solución de ecuaciones 
cuadráticas para dar sentido a la factorización. 


Aprovechar estructuras (internas y externas) de expresiones aritméticas para 
trabajar la noción estructural de equivalencia de las expresiones con el bino- 
mio cuadrado usando problemas. 
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Referentes y aspectos a consultar 


Aspectos a profundizar. 


Profundizar en tareas que promuevan habilidades para el reconocimiento de 
la estructura interna de una estructura familiar en su forma simple (identidad 
notable). 


Consultar el sentido estructural, que traten la equivalencia de las identidades 
notables. 


Referentes concretados y elegidos. 
Descriptores del sentido estructural explicitados en Vega-Castro (2013). 


Características y actividad algebraica (generacional, transformacional, global) 
(Kieran, 2004). 


Producto de la puesta en común, los FPM aprecian aspectos 
relevantes de los componentes de la tarea para conducir a posi- 
bles transformaciones: «la gestión de la enseñanza, la función de 
los sistemas de representación en el propósito de la tarea y la 
contextualización de la tarea». Juan y sus compañeros ubicaron 
como punto de convergencia para afrontar la problemática «la 
resolución de situaciones contextualizadas». 


3.4. Fase C: crear, buscar y preparar 
alternativas para la acción 


Episodio 4. Siguiendo el experimento (figura 1), Juan, de forma 
consciente, presenta el nuevo diseño de la tarea para afrontar su 
problemática en una nueva lección. 

Rediseña la tarea con el objetivo de «interpretar conceptual- 
mente la factorización del TCP». La meta de la tarea era «recono- 
cer en la estructura interna de los TCP una estructura familiar 
-identidad notable-». Interpretamos que Juan se inclinó por po- 
ner de manifiesto la reversibilidad del producto de dos binomios, 
mostrando «la factorización de los TCP como proceso que se 
trata de deshacer la multiplicación». 

Juan rediseñó la primera parte de la tarea como una sentencia 
de ejercicios, basados en el estudio de Vega-Castro (2013), invo- 
lucrando las estrategias de «verificar equivalencias, completar ex- 
presiones conservando la estructura» (figura 5). La alternativa 
para la nueva lección recurrió, además, al cálculo aritmético para 
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reconocer patrones relacionales y generalizar la estructura de los 
TCP. Para Juan es pertinente usar expresiones aritméticas con es- 
tructuras semejantes a las estructuras algebraicas generales del 
TCP. Estimó necesario a tal fin, promover procesos reiterativos 
de relación entre dichas representaciones (simbólica y numéri- 
ca). El propósito de la tarea es establecer las relaciones aritméti- 
cas y multiplicativas entre los términos del TCP y factorizar, es 
decir, superar la visión procedimental con los términos extre- 
mos. El alumno debe conocer la identidad e identificar cada ob- 
jeto particular de la estructura con los objetos generales de la re- 
gla a usar. Juan precisó que «la expresión aritmética debe ser usa- 
da en dos vías: para conducir al análisis estructural y al análisis 
operatorio». Justificó esta apreciación aludiendo a «los eficientes 
cálculos usados por jóvenes y los argumentos equivocados apor- 
tados al demostrar la equivalencia entre expresiones» 


D). Complete la siguiente tabla: 


a |b[a+b| (a+b) e 2:a:b b? a +b? a? + 2ab + b? 


3 


1 
a 


2 


| 
| 
2 | 
| 


Observando los resultados de la tabla verificamos que la expresión algebraica equivalente a 
(a+bY es 


Figura 5. Nueva alternativa para la acción. Parte 1 en fase C. 


Según la segunda parte de la tarea (figura 6), Juan considera 
pertinente usar los recursos tecnológicos; a tal fin valoró el tipo 
de tarea, dando protagonismo a «las tareas abiertas», que de- 
mandan la argumentación y permiten profundizar en los des- 
criptores del sentido estructural para incluirlos en la formula- 
ción, con el propósito lograr la «percepción de patrones relacio- 
nales (equivalencias) y su generalización en una estructura 
familiar». 

Para Juan la tarea da respuesta al problema del sentido que 
tiene aprender las transformaciones sintácticas implicadas en las 
expresiones algebraicas, resaltando, además, las habilidades para 
percibir las identidades notables y anticipar las transformaciones 
que son apropiadas y eficientes al factorizar. Para Juan, «se pue- 
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de dar sentido a la factorización desde la actividad de tipo trans- 
formacional en el contexto de las Matemáticas y de otras Cien- 
cias», lo cual requiere de «la comprensión de las estructuras alge- 
braicas y aritméticas». 


Deducir la expresión estándar del trinomio (x? +bx +c) 


Identificar la relación entre los parámetros (a, b y c) 


Trata con los parámetros en la extensión polinómica de (a+b)?, asignando diferentes valores para a y b. 


Puedes usar la tabla de la parte uno para establecer tus comentarios y argumentaciones 


(a+bY? =a?+20b+b? e 


w ÉS 


a 
MN 
MN 


Figura 6. Nueva alternativa para la acción. Parte 2 en fase C. 


3.5. Fase T: comprobar en una nueva situación 


Episodio 5. Juan se dispone a implementar la tarea creada en la 
fase anterior. Destacamos la disposición del FPM para imple- 
mentar una nueva lección y su responsabilidad para motivar a 
los escolares en el estudio de la factorización. 

Juan se inclinó por la concepción del álgebra como «aprendi- 
zaje de las estructuras y como aritmética generalizada». Destaca- 
mos su disposición para conducir a los escolares en la autorregu- 
lación de conocimientos previos, en relación con la generaliza- 
ción de los nuevos. Resaltamos la toma de consciencia sobre la 
pertinencia de promover la actividad algebraica de meta-nivel 
(figura 6). Interpretamos la intención del FPM de alejarse del en- 
foque instrumentalista presente en el plan del aula de su clase, 
proponiendo el reconocimiento de las similitudes entre objetos 
y métodos. Juan logró ver que «el problema depende por lo me- 
nos parcialmente de las tareas», aclarando que estas, «deben te- 
ner propósitos claros, es decir, contribuir al aprendizaje del con- 
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tenido». Reconoció necesario trascender la reproducción de los 
algoritmos, conscientemente aboga por la «comprensión de la 
dualidad objeto-proceso involucrada en definición de expresio- 
nes algebraicas» (figura 6, izquierda). 


El propósito de la tarea: 

e Percibir la (objeto TCP). 

e Reconocer en la expresión dada; más simple (SS, y afinando la 
idea de proceso). 

e Valorar técnicas para establecer la equivalencia entre las expresiones. 

e Usar eficiente y correctamente técnicas y operaciones algebraicas al factorizar (SS, Sentido estructural). 

e Hallar generalizaciones a partir de 4 

+ Exhibir el desempeño del 


trabajaremos 


EXPRESIÓN ALGEBRAICA 


TRINOMIO CUADRADO 
PERFECTO 


operaciones- 
' 


BINOMIO AL CUADRADO 


-estas dos 


SON EQUIVALENTES, 
ES DECIR UNA ES LA 
INVERSA DE LA OTRAS 


(0+2)2 son iguales 


Ejemplo 


Figura 7. Situación descrita por Juan en el nuevo episodio de clase fase T. 


3.6. Síntesis y nuevo ciclo reflexivo 


La mirada retrospectiva a las fases del ciclo reflexivo permitió que 
los FPM valoraran todas las dimensiones y variables de tarea; 
contemplaran situaciones que puedan ser familiares a los escola- 
res, dando protagonismo a «la solución de problemas». Final- 
mente, resaltaron la «pertinencia de las representaciones usadas 
(simbólica y grafica) en la formulación» y consideraron adecua- 
da la demanda cognitiva de la tarea. 

Juan y el colectivo de práctica examinaron la tarea puesta en 
marcha y concluyen con relación a los diferentes aspectos que 
caracterizan la problemática, tales como las limitaciones del 
aprendizaje (p. ej.: reconocer la equivalencia entre expresiones 
algebraicas), la gestión del contenido y la comunicación (p. ej.: 
dar significado a la variable como número generalizado) y la ne- 
cesidad de involucrar situaciones para dar sentido al concepto. 


5. Reflexión de futuros profesores de matemáticas sobre las tareas de enseñanza | 111 


Los FPM consideraron importantes «las componentes de la ta- 
rea» entre ellas: la formulación de la tarea, el modo de incluir el 
contenido y el uso de los sistemas de representación, examina- 
ron las tareas para estudiar su coherencia y complejidad; se detu- 
vieron en la contribución de la tarea a las expectativas de apren- 
dizaje 

Los FPM identificaron la necesidad de seguir abordando ta- 
reas que involucren seleccionar o reconocer procedimientos para 
transformar eficientemente las expresiones en función de su 
equivalencia. Para Juan, el estudiante debe comprender el cómo 
y cuándo usar un contenido; saber para qué y por qué transfor- 
mar expresiones algebraicas en otras equivalentes; debe apren- 
der y usar reglas de factorización, pero, sobre todo debe interpre- 
tar expresiones en términos del contexto, y debe usarlas para re- 
solver problemas. 


4. Conclusiones 


El ciclo reflexivo y el diseño iterativo de las tareas matemáticas 
para la instrucción permiten al FPM entender cómo usar los da- 
tos recogidos durante la ejecución y analizarlos después para in- 
formar y proponer rediseño de nuevas tareas. Además, favorece 
la profundización del conocimiento del contenido matemático y 
otorga sentido a la práctica docente. Coincidiendo con otras in- 
vestigaciones (Liljedahl et al., 2007), consideramos que al iterar 
el diseño se aumenta la autenticidad de las tareas. Coincidimos 
en que, con la recopilación y análisis en cada fase reflexiva se 
promueve la comprensión de la práctica y el desarrollo profesio- 
nal de los FPM, así la reflexión favorece el rediseño de tareas. 
Los resultados del análisis respecto a las componentes de la 
tarea revelan que la formulación de la tarea atraviesa por tres 
grandes momentos a consecuencia de los procesos reflexivos 
asumidos por el FPM. En el primero, la tarea se formula en con- 
textos matemáticos, sin involucrar situaciones o problemas con- 
textualizados para conducir la comprensión del contenido. El 
segundo momento, que es posterior a la puesta en común entre 
pares (fase L), produce nuevas formulaciones, en las que el con- 
tenido se aborda a través de situaciones contextualizadas (repre- 
sentadas usando la geometría) y exhibiendo las demandas cog- 
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nitivas al escolar. El tercer momento se da en la fase a, y en él se 
aprecia la importancia por formular tareas que involucren los 
contenidos a partir de la solución de situaciones reales, no solo 
contextualizadas. Con ello interpretamos que se produce una 
identificación de que la responsabilidad profesional explícita del 
FPM, tiene que llevarlo a introducir el contenido de manera fun- 
cional (resolución de problemas), sin haber podido constatar 
fielmente esta intuición. 

Otro aspecto de especial importancia en los resultados son las 
variables de tarea: hemos podido evidenciar que los EPM inicial- 
mente plantearon tareas cerradas y que solo involucraban de- 
mandas cognitivas de reproducción. Con el pasar de los proce- 
sos reflexivos y la precisión lograda en el análisis cognitivo las 
adaptaron de manera progresiva a demandas superiores. Los 
FPM valoran los aportes externos y deciden asumir algunos 
como referencia. En el caso analizado, los descriptores del senti- 
do estructural interpretados en el estudio de Vega-Castro (2013), 
fueron asumidos para observar el desempeño de escolares al re- 
solver tareas sobre la factorización, sin considerarlos para pla- 
near la enseñanza. 

Como hemos podido observar y evidenciar, pese a que los 
FPM, al iniciar el ciclo reflexivo habían realizado el análisis de 
contenido, al diseñar las tareas solo se mostraron algunos de los 
elementos que integran la estructura conceptual del contenido. 
Hubo que esperar algunas fases del ciclo reflexivo y haber pro- 
fundizado en los descriptores del sentido estructural, para que se 
replantearan la necesidad del razonamiento de tipo inductivo 
(inferir la generalización de estructuras numéricas) y el figurati- 
vo (representar superficies cuadradas) en especial, para formular 
tareas que demandan la comprensión de la estructura interna y 
externa al factorizar, habilidad considerada fundamental en el 
desempeño del sentido estructural (Vega-Castro, 2013). 
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Resumen 

En este capitulo presentamos una aproximación a STEM (science, technology, 
engineering y mathematics), así como la importancia de este campo de cono- 
cimiento en la resolución de los problemas de la sociedad actual. Ponemos de 
manifiesto la baja representación de mujeres y niñas en áreas STEM y algunas 
razones que se dan para ello. Referimos un proyecto de nivel nacional que lle- 
vamos a cabo con la intención de fomentar el interés de chicas estudiantes de 
Secundaria en materias STEM. Pretendemos contribuir a la divulgación de esta 
forma de enseñanza y señalar algunos escollos que encontramos al tratar de 
llevar a término nuestra tarea. 


Palabras clave: educación, STEM, mujeres y STEM, brecha de género 


Abstract 

In this chapter we present an approach to STEM (science, technology, engi- 
neering, and mathematics) as well as the importance of this field of knowledge 
in solving the problems of today's society. We highlight the low representation 
of women and girls in STEM areas and some reasons given for this. We refer to 
a national-level project that we carry out with the intention of fostering the 
interest of female high school students in STEM subjects. We intend to con- 
tribute to the dissemination of this form of teaching and to point out some 
pitfalls that we encounter when trying to carry out our task. 


Keywords: Education, STEM, women and STEM, gender gap 
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1. Introducción 


El término STEM se forma con las iniciales de las palabras ingle- 
sas science, technology, engineering y mathematics. Según la Unesco 
(2017), STEM se puede definir en numerosas formas, dependien- 
do de la perspectiva elegida y los datos utilizados para contabili- 
zar estadísticamente. Para algunos autores STEM representa una 
acción pedagógica que permite preparar a los estudiantes para las 
carreras de ingeniería, otros lo perciben como la preparación para 
una profesión, mientras que para algunos otros se trata de una 
corriente educativa que busca mejorar los conocimientos de la 
población sobre las componentes de STEM (Ceci y Williams, 
2009). En su origen, STEM se fundamentó en razones económi- 
cas y sociales (Williams, 2011), surgiendo posteriormente su 
orientación educativa cuando la comunidad científica toma con- 
ciencia de la necesidad de tener ciudadanos formados en campos 
STEM. En las últimas décadas la fuerza laboral conectada con la 
ciencia, la tecnología, la ingeniería y las matemáticas se ha ido 
haciendo cada vez más esencial (Siregar et al., 2019). Se prevé 
que las ocupaciones donde predominan la ciencia y la ingeniería 
crecerán por encima de la tasa promedio de todas las ocupacio- 
nes, con mayor incremento de aquellas en las que intervenga la 
informática (Hill et al., 2010). La situación de crisis financiera 
mundial (años 2007-2009) hizo pensar que la integración de las 
actividades STEM en la educación animaría a más estudiantes a 
interesarse por estas áreas y posteriormente emplearse en campos 
de ciencia e ingeniería (Williams, 2011), pero la investigación ha 
puesto de manifiesto que el aumento de la necesidad de personas 
que trabajen en campos STEM no conlleva un aumento del nú- 
mero de personas interesadas en estos campos, sino que, por el 
contrario, dicho número disminuye (Dónmez e idin, 2020). 


2. Educación STEM 


El término educación STEM se refiere a la enseñanza y el aprendi- 
zaje en las áreas de ciencia, tecnología, ingeniería y matemáticas. 
Por lo general, incluye actividades educativas en todos los nive- 
les, desde preescolar hasta posdoctorado, tanto en el ámbito for- 
mal (p. ej.: aulas) como informal (p. ej.: programas extracurricu- 
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lares) (Gonzalez y Kuenzi, 2012). La educación STEM se puede 
acometer en un plan de estudios completo, nuevo, o puede ha- 
cerse mediante una integración de actividades STEM en el plan 
de estudios existente (Bergsten y Frejd, 2019). A nivel internacio- 
nal existe un movimiento en pro de la educación STEM, conside- 
rada la educación del siglo XXI, basada en el fomento de las habi- 
lidades necesarias en el futuro (Kurup et al., 2019). En los últi- 
mos años ha aumentado la importancia y popularidad de la 
educación STEM según el número de publicaciones surgidas so- 
bre este tópico. Una demanda creciente se observa a favor de que 
los ciudadanos del futuro estén alfabetizados en materias STEM 
y tengan conocimiento de las interrelaciones socio-científico- 
técnicas y su aplicación para abordar problemas de la vida real. 
Se trata de que todas las personas, vayan o no a trabajar en estos 
campos, reciban este tipo de educación, de manera que estén 
preparados para enfrentarse y prosperar ante los desafíos que en- 
contrarán en su vida (Nguyen et al., 2020). 

La innovación educativa asociada a STEM contempla un en- 
foque multidisciplinar donde se aúnan ciencia, tecnología, inge- 
niería y matemáticas en una sola disciplina, educación STEM in- 
tegrada. Se trata de articular estas cuatro materias como una sola, 
en lugar de ser una organización de las cuatro en el plan de estu- 
dios (Dónmez e Ídin, 2020). Este enfoque educativo se sustenta 
en principios, como: a) un rol investigador del alumnado que le 
exigirá planificar el trabajo, realizar búsquedas y decantarse por 
el material adecuado para resolver problemas reales; b) realizar 
trabajo en equipo lo cual llevará a establecer múltiples interac- 
ciones entre estudiantes; y c) una relación fluida profesor-alumno 
que propiciará que cualquier error sea subsanado con rapidez 
(Nguyen et al., 2020). Esta práctica permite a los estudiantes ex- 
plorar las diferentes disciplinas en un contexto más personaliza- 
do, lo que posiblemente les permitirá desarrollar habilidades de 
pensamiento crítico aplicables a todas las facetas de su vida aca- 
démica y laboral. Siregar et al. (2019) indican que las actividades 
STEM fomentan las habilidades de pensamiento de los estudian- 
tes, lo cual los llevará a desarrollar sus capacidades para analizar, 
evaluar, sacar conclusiones y argumentos de forma correcta y ló- 
gica sobre la resolución de problemas. Asimismo, contribuyen a 
mejorar la toma de decisiones y la creatividad, la autoestima, la 
autoeficacia, desarrollar la cooperación e interacción con los 
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compañeros, adquirir un aprendizaje significativo y mejorar su 
actitud hacia las matemáticas y la ciencia, acrecentar la capaci- 
dad de liderazgo, el espíritu empresarial, la curiosidad e imagi- 
nación, la comunicación, el acceso y uso de la información (Sa- 
rac, 2018). 

Una revisión de la literatura de investigación ha mostrado 
que la introducción de STEM en las escuelas tiene un impacto 
positivo, incrementando el interés de los estudiantes en las ma- 
terias que forman STEM, su participación durante la instrucción 
en el aula, así como la comprensión de conceptos y el rendi- 
miento del alumnado tanto de Primaria como de Secundaria (Si- 
regar et al., 2019). Se sugiere que se realice un acercamiento a la 
alfabetización STEM asumida no como un proceso estático, sino 
dinámico, cambiante con el tiempo, que capacite a las personas 
para el aprendizaje a lo largo de la vida (Brown, 2012; Jackson y 
Mohr-Schroeder, 2018). 

La literatura evidencia con frecuencia varios elementos de 
preocupación con relación a la educación STEM. Recogemos al- 
gunos de ellos: 


a) Falta de claridad sobre el significado de la propia expresión. A 
veces se ha referido a los cuatro componentes como estudios 
distintos, otras veces se apunta más a un enfoque interdisci- 
plinario (English, 2017), en otras ocasiones es tratado como 
un plan de estudios novedoso que contempla desde la escue- 
la primaria hasta el nivel universitario (Siregar et al., 2019). 

b) Escasa motivación de los estudiantes de países desarrollados 
por involucrase en aprendizajes de las materias que compo- 
nen STEM. Numerosos estudios de investigación educativa 
han indicado que el interés y la motivación de los estudiantes 
hacia el aprendizaje STEM ha disminuido, especialmente en 
los países occidentales y en las naciones asiáticas más próspe- 
ras (Thomas y Watters, 2015). 

c) El trabajo en el aula revela escasa integración entre las mate- 
rias que componen STEM. En ocasiones los programas no in- 
tegran completamente las áreas temáticas de STEM y como 
resultado no proporcionan un aprendizaje científico y mate- 
mático significativo (An, 2020). 

d) Desequilibrio en el tratamiento dado a las distintas materias 
que intervienen en STEM. Los planes de estudio tienden a que 
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las materias de tecnología e ingeniería no sean consideradas 
tan esenciales como lo son las ciencias y las matemáticas 
(Wright et al., 2018). 

e) Baja confianza del profesorado sobre su preparación para de- 
sarrollar un currículo STEM. Muchos maestros de Primaria se 
sienten poco informados sobre el contenido STEM y menos 
cómodos en su enseñanza que en otras materias (Adams et al., 
2014). 

f) Exigua presencia de la mujer en campos STEM. Las mujeres 
son uno de los grupos con menor representación en STEM, 
aunque constituyen el 50% de la sociedad (García-Holgado 
et al., 2019). 


3. Escasa presencia de mujeres en STEM 


Según la Unesco (2017), las mujeres representaban una minoría 
de los investigadores del mundo, y menos del 30% de la fuerza 
laboral de I+D. El Ministerio de Educación y Formación Profe- 
sional, en el documento de 2021, Alianza STEM por el talento 
femenino, recoge los siguientes datos proporcionados, a su vez, 
por la Unesco: 


Solo el 35% del alumnado matriculado en las carreras vinculadas a 
disciplinas STEM en la educación superior en todo el mundo son 
mujeres, y solo el 3% de las estudiantes de educación superior opta 
por las tecnologías de la Información y la Comunicación (TIC). (p. 1) 


Esta escasa participación de mujeres en ciencia, tecnología, 
ingeniería y matemáticas constituye una preocupación constante 
para sociólogos y responsables políticos, debido a que: 


[...] la infrarrepresentación de mujeres en STEM se traduce en la pér- 
dida de una masa crítica de talento, pensamientos e ideas, lo que 
obstaculiza a los países alcanzar su máximo desarrollo potencial. 
(Stoet y Geary, 2018, p. 17) 


A pesar de que las mujeres han logrado importantes avances 


en cuanto a su educación y su lugar de trabajo durante los últi- 
mos tiempos, incluso en campos históricamente masculinos 
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como los negocios, el derecho y la medicina, los logros educati- 
vos de las mujeres en las áreas científicas han sido débiles y su 
progreso en el lugar de trabajo muy lento (Hill et al., 2010). En 
el caso de España, en las últimas décadas se ha producido un 
aumento de las mujeres que cursan estudios universitarios, pero 
este hecho no se ha reflejado en un aumento de su presencia en 
campos STEM, según señala el Ministerio de Educación y Forma- 
ción Profesional (2021). Esta desventaja de las mujeres tiene sus 
orígenes en realidades que estimulan dicha situación. Factores 
asociados a los procesos de socialización y aprendizaje como 
normas sociales, culturales y de género, que influyen en la ma- 
nera en que las niñas y los niños se educan e interactúan con sus 
padres, la familia, los amigos, los docentes y la comunidad en 
general (Unesco, 2017). Entre las razones dadas sobre esa preca- 
ria representación de las mujeres en materias STEM, están los es- 
tereotipos de género sobre las carreras STEM, los prejuicios de 
las mujeres sobre su éxito en estas profesiones y la falta de cono- 
cimiento sobre las posibilidades ocupacionales de dichas ca- 
rreas, una insuficiente experiencia educativa temprana y la falta 
de referentes (Cheryan et al., 2017). 

Los estereotipos de género tienden a dar mayor importancia y 
valor a las profesiones «propias de hombres» y evaluar la compe- 
tencia de los hombres en mayor medida que el de las mujeres 
(Corbett y Hill, 2015). Un área específica en la que los hombres 
son considerados más competentes que las mujeres son las ma- 
temáticas. Este estereotipo produce un peor rendimiento mate- 
mático en mujeres, o que las niñas evalúen sus habilidades ma- 
temáticas más bajo que los niños con logros matemáticos simi- 
lares (Hill et al., 2010). Este fenómeno cae dentro de lo que se 
conoce como amenaza del estereotipo. 


4. Brecha de género en STEM 


La brecha de género, según la Real Academia Española, es la dife- 
rencia entre la forma en que los hombres y las mujeres se com- 
portan o son tratados en una sociedad, especialmente en térmi- 
nos de oportunidades, sueldo y estatus. La brecha de género en 
STEM es una de las muchas existentes en diversos ámbitos, y ac- 
tualmente dicha brecha es enorme. Existe una más que notable 
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desigualdad en la participación de mujeres y hombres en campos 
STEM. Un ejemplo que ilustra este hecho en España lo propor- 
cionan los datos que publica el Ministerio de Educación y Forma- 
ción Profesional. Se refieren a los estudios de Máster según sexo y 
ámbito de estudio, en el curso 2019-2020. En el curso señalado, 
el porcentaje de estudiantes mujeres supera al de hombres 
(55,6% mujeres, frente 44,4% hombres). Son mayoría las muje- 
res en: Salud y Servicios sociales (75%); Educación (67 %), Cien- 
cias sociales, periodismo y documentación (67%); Arte y huma- 
nidades (59%); Negocios, administración y derecho (54%). Las 
mujeres son minoría en: Informática (23 %); Ingeniería, indus- 
tria y construcción (31%); Agricultura, ganadería, pesca, selvicul- 
tura y veterinaria (43%).' Situación similar ocurre en otros paí- 
ses. Por ejemplo, Cheryan et al. (2017) indican que en EE. UU. el 
análisis del porcentaje de mujeres egresadas en licenciaturas en 
STEM desvela dos hallazgos relevantes: a) en ciencias biológicas, 
química y matemáticas y estadística hay un cierto equilibrio de 
género, mientras que las ciencias de la computación, la ingenie- 
ría y la física están altamente dominadas por los hombres; b) la 
tendencia a lo largo del tiempo manifiesta aumentos en la pro- 
porción de mujeres en ciencias biológicas y químicas durante las 
últimas tres décadas, pero poco logro en física, ingeniería, mate- 
máticas y estadística durante este mismo periodo. 

A pesar de los esfuerzos realizados durante los últimos dece- 
nios con miras a reducir la brecha entre géneros en lo relativo a 
la participación en disciplinas STEM, aún persisten grandes des- 
igualdades (Monsalve et al., 2020). Las mujeres siguen estando 
infrarrepresentadas en las áreas STEM, tanto en la fuerza laboral 
como en la académica. 

La investigación sobre la discriminación por motivos de géne- 
ro en los campos STEM ha utilizado diferentes marcos teóricos, 
entre los que están la teoría del sesgo de género implícito y la 
teoría del rol social. La teoría del sesgo de género implícito, o 
inconsciente, sostiene que este sesgo está muy extendido y es co- 
mún, incluso entre individuos que rechazan activamente estos 
estereotipos (Hill et al., 2010). Dicho sesgo parte del supuesto 
de una menor capacidad de las mujeres y mayor en los hombres 


1. Fuente: Ministerio de Educación y Formación Profesional (2021). Igualdad en 
cifras. Los porcentajes se han redondeado a valores enteros. 
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en matemáticas y ciencias y se ha mostrado que este sesgo influ- 
ye negativamente en las mujeres en los siguientes casos: a) en la 
intención y motivación para cursar una carrera en campos STEM, 
b) en el empleo en campos STEM, y c) evaluaciones de desempe- 
ño y avance profesional en campos STEM (Yang y Carroll, 2018). 
La teoría del rol social precisa un conjunto de expectativas, nor- 
mas y comportamientos para mujeres y hombres. Se espera que 
las mujeres sean cariñosas, solidarias, orientadas a las personas y 
comunitarias. Por lo tanto, deberían sentirse atraídas por disci- 
plinas coherentes con estos roles, como la docencia y la enferme- 
ría. Por el contrario, los campos STEM se asocian con normas 
como ser competitivo, decisivo, ambicioso y arriesgado, todas 
ellas «propias» de hombres. Si bien algunos analistas afirman 
que la cultura institucional, la discriminación y los prejuicios li- 
mitan la participación de las mujeres en la ciencia, otros obser- 
vadores no encuentran evidencia de discriminación contra la 
mujer en los campos STEM. Atribuyen las disparidades princi- 
palmente a la situación familiar y crianza de los hijos, expectati- 
vas de género, elecciones de estilo de vida, preferencias profesio- 
nales, y elección personal, entre otros factores (González y Kuen- 
zi, 2012). 


5. Formación en STEM 


En la actualidad se aboga por un cambio de modelo educativo. 
Se advierte de que la educación actual no prepara a los estudian- 
tes «para las demandas del mundo y el lugar de trabajo del si- 
glo Xx!» (Gravemeijer et al., 2017, p. 120) y que muchos países, 
incluidos aquellos con economías avanzadas, no están educan- 
do adecuadamente para desarrollar una fuerza laboral STEM só- 
lida para el futuro (Murray, 2019). Las niñas, las mujeres y las 
personas menos pudientes a menudo tienen escaso y más defi- 
ciente acceso a la educación y las carreras STEM. Este hecho es 
grave, dado que los estudiantes que no adquieran habilidades 
STEM no tendrán en el futuro las mismas oportunidades de in- 
gresar en profesiones que requieran alfabetización matemática, 
científica y tecnológica que aquellos que sí las adquieran. Estas 
habilidades deberían desarrollarse desde el inicio de la escolari- 
zación. Partiendo de que las primeras experiencias de los niños 
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tienen gran influencia en su vida, es acertado aprovechar las 
oportunidades que tienen en sus primeros años para que se sien- 
tan incluidos y empoderados en el aprendizaje STEM. 

Aunque el énfasis en la enseñanza de la ciencia se coloca prin- 
cipalmente a partir del nivel de Educación Secundaria, los gra- 
dos de Primaria son un momento valioso para desarrollar atrac- 
ción de los estudiantes hacia STEM que no se debería desaprove- 
char. La investigación ha mostrado que el interés de los 
estudiantes por las ciencias disminuye significativamente a me- 
dida que avanzan en los grados de Primaria (Kurup et al., 2019), 
una exposición temprana mediante experiencias apropiadas 
puede influir y fomentar el interés de los estudiantes en STEM. 
Implementar conceptos STEM en el plan de estudios de la escue- 
la primaria implica enseñar a los estudiantes a través del apren- 
dizaje basado en resolver problemas. No se les debe privar de 
este tipo de actividades, ya que dichos estudiantes poseen cono- 
cimientos y habilidades para participar en contenido STEM 
apropiado y puede que, a su vez, experimenten vocación hacia 
estas materias. 

A nivel mundial existe la tendencia a disponer de escuelas 
centradas en STEM y profesorado competente para dichas escue- 
las. Estos intentos han puesto de manifiesto grandes desafíos. 
Uno de los desafíos gravita en la formación de los docentes, po- 
tenciales y en servicio. Los profesores precisan desarrollar el co- 
nocimiento necesario para poder realizar su labor en STEM con- 
venientemente (An, 2020). Todos los docentes necesitan contar 
con las oportunidades adecuadas de desarrollo profesional y de- 
ben ser preparados para guiar a sus estudiantes hacia la adquisi- 
ción de conocimientos STEM (Kennedy y Odell, 2014). Los pro- 
fesores en formación deben prepararse minuciosamente para in- 
corporar iniciativas SIEM en el plan de estudios existente, 
dondequiera que enseñen (Kurup et al., 2019), ya que las bases 
para un cambio educativo se asientan en la preparación de los 
futuros maestros. También los profesores en ejercicio requieren 
de la formación específica en campos STEM que la gran mayoría 
de ellos no poseen. Muchos tienen acceso limitado a los mate- 
riales de instrucción, las herramientas y la tecnología que necesi- 
tan. A veces, los estudiantes están tecnológicamente más avanza- 
dos que los profesores, lo que les pone en gran desventaja en el 
aula. El profesorado debe dominar las áreas STEM para generar 
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confianza en sus estudiantes. Cuando los profesores se sienten 
eficaces en una disciplina tienen más probabilidades de involu- 
crar a los estudiantes en esa disciplina. 

Otro gran desafío para la educación STEM es la falta de mode- 
los sobre cómo enseñar utilizando este enfoque (Siew et al., 
2015). Los docentes necesitan conocer cómo pueden integrarse 
las diferentes disciplinas en una sola de manera efectiva mien- 
tras que al mismo tiempo se asegura la integridad de cada una de 
ellas (English, 2017). Las investigaciones han mostrado las difi- 
cultades que encuentran los docentes para establecer vínculos 
adecuados entre los dominios STEM y se advierte de la existencia 
de programas que son simplemente un barniz STEM, es decir, 
donde no se integran las disciplinas y, por lo tanto, pueden care- 
cer de un aprendizaje importante. El proceso de integración de 
ciencia, tecnología, ingeniería y matemáticas en contextos reales 
no es sencillo de llevar a cabo, puede ser tan complejo como los 
desafíos globales que exigen una nueva generación de expertos 
en STEM (Kelley y Knowles, 2016). Un enfoque más moderado 
que la integración puede ser equivalente a la interacción entre 
dichas materias (Williams, 2011). La interacción permite desa- 
rrollar y fomentar vínculos transversales en un contexto en el 
que se respeta la integridad de cada una de las materias. La inte- 
racción proporciona vínculos entre las materias cuando la justifi- 
cación para ello está clara a juicio de los profesores y es pertinen- 
te para mejorar los resultados de aprendizaje de los estudiantes. 
La interacción respeta la integridad de las materias implicadas 
evitando situaciones como las señaladas por English (2017), 
quien indica que la educación STEM tiende a colocar las mate- 
máticas en un segundo plano, relegándolas al soporte de contex- 
tos STEM, en lugar de ser importantes por derecho propio. 


6. Experiencia de implementación 
de actividades STEM 


Con el objetivo de instituir una experiencia de enseñanza/apren- 
dizaje de STEM, entendida como un área multidisciplinar, y te- 
niendo en cuenta la carencia de mujeres que se decantan por 
una formación relacionada con ella, durante el año 2019 se im- 
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plementa en diferentes universidades españolas un programa 
llamado «Quiero ser Ingeniera». El programa consta de tres fases. 
La primera fase se desdobla con dos objetivos; por una parte, se 
pretende llevar a los centros educativos información acerca de la 
importancia de la educación STEM en todas las etapas educativas 
y, por otra, se pretende llamar la atención y prender el interés de 
los propios escolares en edades comprendidas entre los 12 y los 
15 años sobre las áreas implicadas en STEM. Para cumplir con el 
primer objetivo, se programan una serie de entrevistas y charlas 
informativas en los centros educativos, dirigidas principalmente 
a los docentes, responsables de equipos de orientación y en ge- 
neral a los miembros que conforman el ecosistema educativo y 
de referencia de los escolares. En estas charlas se ofrece informa- 
ción acerca de la formación en disciplinas STEM y sobre el papel 
relevante que va a jugar para el futuro de los escolares, debatien- 
do propuestas para fomentar el interés, especialmente el de las 
chicas, hacia este tipo de disciplinas. Para el segundo objetivo de 
esta primera fase, se realiza una actividad de promoción y publi- 
cidad de las áreas STEM entre los escolares. El formato de esta 
actividad es el de una feria, con diferentes talleres y charlas a lo 
largo de una mañana donde se procura un acercamiento a las 
disciplinas STEM desde la experimentación y la observación de 
fenómenos llamativos y curiosos. 

La segunda fase del proyecto tiene por objetivo procurar una 
experiencia algo más tranquila y reflexiva a las escolares que tie- 
nen interés por conocer de forma más profunda algunas ideas 
propuestas en la feria. Se elige como población objeto de esta 
actividad a las chicas interesadas, dándoles la posibilidad de rea- 
lizar prácticas de ingeniería dentro de las propias dependencias 
de los centros de investigación y departamentos asociados a la 
Universidad. Así, diferentes grupos reducidos de chicas, jóvenes 
estudiantes de Educación Secundaria, tienen la oportunidad de 
participar, a lo largo de una jornada, en algún proyecto relacio- 
nado con las áreas STEM. 

La tercera fase tiene por objetivo brindar una experiencia 
completa de aprendizaje STEM, entendido en el sentido que le 
dan Dónmez e Ídin (2020). Es una actividad dirigida solamente 
a chicas preuniversitarias y consiste en la participación en un 
campamento de verano de una o dos semanas de duración, en- 
focado a la elaboración por grupos de un proyecto de ingeniería 
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completo. Los proyectos se abordan en pequeños grupos y son 
guiados por un equipo de profesionales, pero en todo momento 
la búsqueda de soluciones y la implementación de mejoras está 
a cargo de los grupos de chicas participantes. 

Las tres fases del proyecto se implementan en 6 universidades 
públicas españolas, al amparo de financiación específica del Ins- 
tituto de la Mujer y para la Igualdad de Oportunidades. Una de 
las universidades participantes es la Universidad de Granada. En 
ella, la implementación de este programa se lleva a cabo durante 
los meses de enero a septiembre de 2019. Tras su desarrollo y 
posterior evaluación, la responsable del proyecto pone de mani- 
fiesto los puntos fuertes y débiles encontrados. 

Como debilidades, se destaca la existencia de una gran ani- 
madversión por parte de los equipos docentes a su participación 
en debates y charlas de sensibilización. Se produce en la primera 
fase una gran tasa de rechazo a la participación. De 60 contactos 
efectivos con centros educativos, solamente se consigue trabajar 
en esta fase con 19 de ellos. Entre los motivos más comunes para 
el rechazo de la actividad, aparece un gran porcentaje que aduce 
falta de tiempo para realizar esta actividad (45%), así como cen- 
tros que indican que ya están trabajando en estos objetivos de 
forma autónoma y no consideran necesaria esta actividad 
(32%). Otras razones dadas son: existencia de un calendario de 
actividades completamente cerrado, en el que no es posible ad- 
mitir actividades no programadas desde principio de curso 
(17%); oposición del equipo directivo a la realización de «activi- 
dades feministas», por considerarlas sesgadas y «en contra de los 
hombres» (5%). 

Otra debilidad detectada en la puesta en marcha del proyecto 
es la falta de compresión por parte de familiares y docentes para 
la implementación de actividades en las que la participación está 
reservada a niñas (fases segunda y tercera). En la puesta en mar- 
cha de las actividades dirigidas solamente a chicas, la exclusión 
de los chicos provoca reacciones en la comunidad educativa y el 
entorno de los jóvenes. En este sentido, se recogen diferentes 
quejas y sugerencias alineadas con un sentimiento de extrañeza, 
exclusión y discriminación, quejas que llegan no de parte de los 
propios chicos, sino de los adultos de su entorno. 

En cuanto a las fortalezas, cabe destacar que durante las acti- 
vidades que están dirigidas solamente a chicas, estas manifiestan 
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sentirse cómodas y encuentran ventajas en el hecho de que la 
actividad sea exclusivamente para ellas. Una de las ventajas que 
refieren es el hecho de que cuando en los grupos de trabajo ha- 
bituales de sus centros escolares hay chicos y chicas, ellas que- 
dan relegadas a un papel secundario asumiendo ellos los roles 
protagonistas dejando poco espacio a las chicas. En segundo lu- 
gar, encuentran que en los grupos de chicas se perciben refleja- 
das unas en otras y se sienten más confiadas y seguras de su tra- 
bajo y sus decisiones, encontrando colaboradoras semejantes a 
ellas en cuanto a gustos e intereses, compañeras que son «difíci- 
les de encontrar» en otro tipo de entornos. El organizar las activi- 
dades solamente para chicas es algo que ellas agradecen, valoran 
y encuentran positivo. 

Por otra parte, como segunda fortaleza encontrada en el pro- 
grama, está el hecho de que el personal docente e investigador 
que participa en los talleres y actividades del programa valoran 
de forma muy positiva el acercamiento mediante actividades 
lúdico-científicas a posibles futuros estudiantes. La interacción 
entre estudiantes de Secundaria y Bachillerato y personal univer- 
sitario es considerada altamente relevante por ambos colectivos 
que la consideran muy enriquecedora. 

Tras la implementación del programa completo, se llega a las 
siguientes conclusiones principales acerca de la puesta en mar- 
cha de este tipo de actividades: 


e Abordar una alfabetización STEM que capacite a la población 
para la resolución íntegra de problemas es un reto para los 
planes de estudio actuales, en los que las disciplinas siguen 
estando diferenciadas en tiempos y espacios propios para 
cada una. Incluir en esta alfabetización medidas positivas 
para incrementar el interés en las chicas puede ser en ocasio- 
nes imposible de alcanzar por el rechazo habitual de la co- 
munidad educativa. 

e Implementar proyectos fuera del currículo para integrar activi- 
dades que aborden pequeños proyectos SIEM puede ayudar a 
fomentar la curiosidad y el interés por este tipo de disciplinas. 

e Las actividades dirigidas solamente a chicas para fomentar 
entre ellas la curiosidad y el interés por las áreas STEM, si bien 
son poco comprendidas por cierto sector de la sociedad, apor- 
tan efectos beneficiosos en cuanto a la autoconfianza y la au- 
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topercepción de las chicas que participan, incrementando en 
ellas el deseo de formarse y trabajar en campos relacionados 
con este tipo de disciplinas. 


7. Reflexiones finales 


En este texto hemos recogido aspectos de la educación STEM, la 
relevancia de potenciarla y las dificultades para implementarla. 
Nos hemos detenido en referir la escasa presencia de niñas y mu- 
jeres de este campo y la brecha de género existente en el mismo. 
Hemos recogido algunas de las voces que reclaman atraer y rete- 
ner a más mujeres en la fuerza laboral STEM, requisito necesario 
para maximizar la innovación, creatividad y competitividad y 
hemos presentado las líneas generales de lo que fue un proyecto 
nacional cuyo objetivo general era fomentar vocaciones científi- 
cas en chicas estudiantes de Secundaria. El recorrido que hemos 
realizado nos permite indicar que el ascenso de la mujer en estu- 
dios STEM precisa de actuaciones como reeducar a la población 
en general, incluidos padres, familiares, amigos, docentes de las 
niñas, para ello sería necesario eliminar los prejuicios y estereoti- 
pos de género de la sociedad (importante los medios de comuni- 
cación y las redes sociales). La reeducación de padres y docentes 
es fundamental, ya que las expectativas de este colectivo sobre 
los logros académicos de los escolares a menudo tienen un sesgo 
de género que puede influir en las actitudes de estos escolares 
hacia sus preferencias. 

Respecto a la enseñanza, se aconseja aplicar estrategias didác- 
ticas motivadoras en las materias STEM que las hagan atractivas 
para los estudiantes y desterrar los prejuicios de género dentro 
de este campo para crear una comunidad científica próspera, di- 
versa y equitativa. Reclutar más niñas y mujeres para la informá- 
tica, la ingeniería, las matemáticas y la física puede ser un primer 
paso para aumentar el número de mujeres en este campo, niñas 
de alto rendimiento cuya fortaleza académica es la ciencia. Ase- 
gurar, además, una retención adecuada, pues no serviría de mu- 
cho alentar a más niñas y mujeres a cursar estas materias para 
reducir las barreras de entrada si posteriormente se les desalienta 
para quedarse. 

Concluimos con las palabras de Ceci y Williams (2011): 
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En la medida en que las decisiones de las mujeres sean tomadas li- 
bremente y las mujeres estemos satisfechas con los resultados, en- 
tonces no tenemos ningún problema. Sin embargo, en la medida en 
que estas opciones estén limitadas por la biología y/o la sociedad, y 
las mujeres no estemos satisfechas con los resultados, o el talento 
de las mujeres no se actualice, entonces tenemos un gran problema. 


(p. 5) 
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Resumen 

Este capítulo recoge una visión de cómo ha sido considerada la resolución de 
problemas en los planes de estudios tal como fue expresado en los currículos 
oficiales españoles en la etapa que va desde 1950 hasta 2020. Nos detenemos 
en aquellos planes de estudios que prestaron más atención a algún aspecto 
relativo a la resolución de problemas. Partiendo del plan de 1957, en el que se 
incluye por primera vez la resolución de problemas como contenido, continua- 
mos por la etapa oscura que, para la resolución de problemas, supuso la mate- 
mática moderna. Acabamos con la preponderancia que toma la resolución de 
problemas en el enfoque basado en competencias de los dos últimos planes 
de estudios. 


Palabras clave: resolución de problemas, matemáticas, ESO, Bachillerato, cu- 
rrículo 


Abstract 

This chapter gathers a vision of how problem solving has been considered in 
the study plans as they were expressed in the official Spanish curricula in the 
stage that goes from 1950 to 2020. We stop at those study plans that paid 
more attention to some aspect related to problem solving. Starting from the 
1957 plan in which problem solving is included as content for the first time, 
we continue through the dark stage that modern mathematics meant for 
problem solving. We put an end to the preponderance of problem solving in 
the competency-based approach of the last two curricula. 
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1. Introducción 


Los currículos oficiales y las propuestas curriculares suelen in- 
cluir recomendaciones y propuestas cuya finalidad, a veces, no 
es fácil de entender con claridad por los que tienen que llevarlas 
a cabo en el aula, es decir, principalmente por los profesores y, 
en ocasiones, por los autores de libros de texto. Este aspecto lo 
expone Claude Gaulin con mucha crudeza en lo que a la resolu- 
ción de problemas concierne (Gaulin, 2001), lo que ha conlleva- 
do en muchas ocasiones la necesidad de que los profesores reali- 
cen cursillos de formación. En esta aportación pretendo mostrar 
cómo ha sido considerada la resolución de problemas en los cu- 
rrículos oficiales de España posteriores a 1950 orientados a la 
enseñanza de Secundaria y Bachillerato, y comentar alguno de 
los aspectos de esas propuestas que me han llamado la atención 
relativos a la resolución de problemas. 


2. Plan de 1957: ejercicios y problemas 


Pese a que la resolución de problemas es tan antigua como la 
propia matemática, su inclusión explícita en los currículos ofi- 
ciales y propuestas curriculares de organizaciones profesionales 
comienza a mediados del siglo xx. En España, la propuesta cu- 
rricular para Bachillerato opción de ciencias del plan de 1957, 
contempla en 5. curso de Bachillerato que se trabajen los «mé- 
todos de resolución de problemas: planteo y discusión» (figu- 
ra 1). En el BOE de fecha 02/07/1957 se aprueban los cuestiona- 
rios de Bachillerato para el plan 1957, según Decreto de 2-V-57 
(OM 5-VI-57), en el que la resolución de problemas aparece 
como una cuestión a tratar en lo que se refiere a métodos de re- 
solución de problemas. Los estudiantes de 5.9 curso de Bachille- 
rato tenían una edad mínima de 15 años. Era el primer curso 
del Bachillerato superior, en el que ya se distinguía entre Cien- 
cias y Letras. 


136 | Investigación en Educación Matemática 


OPCION DE CIENCIAS  ca—cóálcuto logarítmico.—Progresio- 
nes. — Interés compuesto, — Anuali- 
dades. 


MATEMATICAS Cálculo elemental de vectores. — 
Area orientada. 
i Números complejos.—Operaciones: 
(Seis unidades didácticas semanales) ción: ON os DS. 
Iniciación al método racional. — Funciones circulares, —Teoremas de 
Axlomas.—Teoremas: hipótesis; tesis; “dición de ángulos y de funciones. 
directos; recíprocos; contrarios.—Con- Resolución de triángulos cuales- 
dición necesaria y suficiente. quiera. 


Métodos de resolución de proble Funciones y gráficas.—Noción ele- 
mas: planteo y discusión. mental de tangente a una curva: no- 
ción de derivada. — Interpretaciones 

Métodos especiales de la Geometría  físicas.—Representación gráfica de las 


métrica. —Lugares geométricos, proporcionalidades directa e inversa. 
Desarrollo racional de algún capf- Trinomio de segundo grado. 

tulo de la Aritmética. Curvas de frecuencia, — Histogra- 
Desarrollo racional de algún capí-  mas.—Promedios.—Dispersión. 

tulo de la Geometría, Nociones de combinatoria.—Poten- 


Funciones exponencial y logarítmi-  cja del binomio. 


Probabilidad y frecuencia. 
184 Curva normal, 


Figura 1. Cuestionario de matemáticas para quinto curso de Bachillerato. Plan 
1957. 


En esta época el profesor seguía con bastante asiduidad el li- 
bro de texto oficial, por lo que la interpretación de esta propues- 
ta en el aula la realizaron los autores de los libros de texto. Dos 
de los matemáticos españoles más conocidos en ese momento 
Rey Pastor y Puig Adam publicaron textos de matemáticas de 
acuerdo a estos cuestionarios del plan de 1957, entre ellos un li- 
bro de texto de matemáticas para quinto curso de Bachillerato 
(Rey Pastor y Puig Adam, 1958). El depósito legal se realizó en 
1958, es decir, fueron de los primeros en desarrollar estos cues- 
tionarios para la práctica del aula. Rey Pastor y Puig Adam reali- 
zan una interpretación de estos cuestionarios agrupándolos por 
capítulos y desglosando cada capítulo en lecciones. Concreta- 
mente, el segundo capítulo lo titulan «Los problemas matemáti- 
cos». Este capítulo constaba de dos lecciones, tituladas «El méto- 
do reductivo», la primera, y «Métodos especiales de Geometría» 
la segunda, que trata la cuestión que aparece en el documento 
oficial con el título de Métodos especiales de la Geometría métrica y 
Lugares geométricos (figura 1). 

El capítulo sobre el método reductivo comienza con una con- 
sideración sobre los problemas matemáticos: 
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Los problemas matemáticos suelen consistir en hallar ciertos entes 
matemáticos (números en Aritmética; puntos, rectas, curvas en 
Geometría; funciones en Análisis matemático...) dadas condiciones 
suficientes para determinarlos. (p. 17) 


Afirma a continuación que tal determinación suele efectuarse 
por un proceso reductivo. Rey Pastor y Puig Adam consideran un 
único método general para resolver los problemas matemáticos, 
el método reductivo, que aplican en aritmética, algebra y geome- 
tría. Para ellos, el proceso reductivo consiste en: 


[...] en sustituir las condiciones dadas por otras más sencillas que se 
desprenden de ellas, y estas a su vez por otras, si es preciso... y así 
sucesivamente hasta llegar a condiciones tan sencillas que definan 
por sí solas el elemento buscado. 


Hay que reconocer que en un principio la expresión método 
reductivo produce cierta desazón, y más aún cuando es difícil ras- 
trear en la literatura el origen de la expresión método reductivo. El 
término reductivo está en desuso y significa «que reduce o puede 
reducir» (RAE), y uno de cuyos sinónimos es reduccionista. El mé- 
todo reductivo se refiere a disminuir la complejidad de la resolu- 
ción de un problema dado, descomponiéndola en una concate- 
nación de resolución de problemas más simples. Uno de los 
ejemplos más utilizados de este método, en aritmética, es el de 
resolver los problemas de regla de tres por el método de reduc- 
ción a la unidad. Este método se proponía en textos de Aritmética 
como alternativa más racional y analítica a los procesos sintéti- 
cos estandarizados como el de la regla de tres. Así lo expone 
Ezequiel Solana en su libro de Aritmética: 


Reducción a la unidad. Conviene mucho acostumbrarse a resolver 
por el procedimiento de reducción a la unidad, tan racional y ana- 
lítico, los problemas de regla de tres. Todo se reduce a buscar el 
valor de una unidad de la cantidad principal, y determinar por él, 
multiplicando o dividiendo, el resultado que se busca. (Solana, 
1925, p. 74) 


El texto de matemáticas de Segura (1963) aclara algunas de 
las lagunas del texto de Rey Pastor y Puig Adam. Concretamente, 
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Segura (1963) ciñéndose al texto del título propuesto por el Mi- 
nisterio, aborda qué se entiende por métodos de resolución de 
problemas: 


No es posible indicar un procedimiento general que permita resol- 
ver todos los problemas de matemáticas; solamente se pueden dar 
algunas normas orientadoras que sirvan de ayuda. Estas normas se 
denominan métodos de resolución. (p. 45) 


Así pues, desecha el supuesto de que hay un único método 
general y, además, señala que entre los más importantes se en- 
cuentran el método sintético y el método reductivo. 


El método sintético, que consiste en efectuar determinadas operacio- 
nes con los datos del problema, aplicando reglas conocidas, útiles 
para el tipo de problemas de que se trate. Por ejemplo: las reglas de 
tres, de interés, etc. 


El método reductivo, que consiste en pasar a otro problema cuyas 
soluciones traigan como consecuencia las soluciones del propuesto. 
Si el nuevo problema no se sabe resolver, se reducirá a otro, y así 
sucesivamente, hasta llegar a uno conocido. (p. 45) 


Con respecto al método reductivo, Armoni et al. (2005) seña- 
lan que: 


La reducción es un método importante para resolver problemas en 
matemáticas y otras disciplinas científicas. Esencialmente, resolver 
un problema por reducción significa transformarlo en problemas 
más simples (o problemas cuya solución ya se conoce) y construir o 
deducir la solución del problema original a partir de la solución del 
nuevo problema. (p. 114) 


Por ejemplo, el método de Gauss para resolver ecuaciones li- 
neales. Este es en realidad un método reductivo, en el que la ma- 
triz definida por el conjunto dado de ecuaciones lineales se 
transforma en una matriz triangular, para la cual la solución es 
relativamente simple. Sin embargo, cuando se enseña este méto- 
do, generalmente no se enfatiza su naturaleza reductiva. Consi- 
dere otro ejemplo, en el que se pide a un estudiante que calcule 
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la suma de todos los números entre 1 y 101 que no son divisi- 
bles por 3. Una solución directa a este problema es muy tediosa 
e implica una gran cantidad de cálculos. El problema también se 
puede resolver de forma reductiva: la suma requerida es la dife- 
rencia entre la suma de todos los números entre 1 y 101, y la 
suma de todos los números entre 3 y 99 que son divisibles por 3. 
Ambas sumas se pueden calcular como series aritméticas. Por 
tanto, el problema original se puede reducir a dos problemas se- 
parados de cálculo de una serie aritmética. Los estudiantes que 
no están acostumbrados al pensamiento reductivo pueden tener 
dificultades para llegar a esta solución, que tiene una compleji- 
dad técnica relativamente baja. 


3. Plan de 1970: la matemática moderna 


En la etapa de la matemática moderna se puso en práctica en la 
enseñanza el reduccionismo de la matemática a la lógica, que 
había sido desarrollado de forma teórica durante la segunda mi- 
tad del siglo XIX y principios del xx. La teoría de conjuntos y las 
estructuras algebraicas desarrolladas a partir de ella sirvieron de 
base a lo que se denominó matemática moderna y encontraron un 
fuerte desarrollo en la obra del grupo francés Bourbaki. A partir 
de 1935 este grupo se propuso fundamentar toda la matemática 
a partir de la teoría de conjuntos y las estructuras algebraicas. En 
el ámbito psicológico y educativo encontró un fuerte aliado en el 
psicólogo Jean Piaget. Este autor junto a un equipo de investiga- 
dores propuso que las estructuras mentales de los niños se ade- 
cuaban a la sucesiva complejidad de las estructuras algebraicas. 
La obra didáctica de Dienes y otros educadores de la época fo- 
mentaron su inclusión en el ámbito escolar. 

La matemática moderna estaba destinada a la Universidad, 
pero pronto se fue adoptando en todos los niveles educativos. 
En España se inicia esta tendencia a finales de la década de 1960, 
y la primera propuesta oficial de currículo que se hace en esta lí- 
nea fue la publicación de los Cuestionarios del Bachillerato ele- 
mental en 1967 realizada por el entonces ministro Manuel Lora 
Tamayo (MEC, 1967). Los cuestionarios para el Bachillerato su- 
perior no se llegaron a publicar por el cambio que se produjo en 
1970 con la Ley General de Educación. 
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En este nuevo plan de estudios se incluyeron en el primer cur- 
so como los tres primeros temas: 1. Conjuntos. Inclusión. Partes 
de un conjunto. 2. Unión e intersección de conjuntos.3. Corres- 
pondencias entre conjuntos. En segundo curso: 1. Conjuntos. 
Producto de conjuntos. 2. Correspondencias y relaciones. Rela- 
ciones de equivalencia. Y en tercer curso: 1. Revisión de las nocio- 
nes de correspondencia y de relación de equivalencias. Relaciones 
de orden. En cuarto curso no se incluyeron ideas iniciales de teo- 
ría de conjuntos. 

Con respecto a los anteriores planes, se suprimen en primer 
curso: los problemas de regla de tres simple por el método de 
reducción a la unidad; en segundo curso la regla de tres com- 
puesta, los problemas de interés simple y descuento, repartos 
proporcionales, mezclas y aleaciones y, tercer curso los proble- 
mas de aplicación a la aritmética mercantil. La idea que presidió 
estos cambios es: 


Suprimir los temas del cuestionario anterior que no son esenciales y 
aquellos otros que por su contenido o por el pretendido rigor con 
que tradicionalmente se exponían, resultaban inasequibles, como 
la experiencia docente de muchos años ha demostrado. (MEC, 
1967, p. 13429) 


La distribución de las materias en los distintos cursos de este 
plan de estudios se hace procurando agrupar los temas alrededor 
de ciertas estructuras algebraicas fundamentales, que no se citan 
explícitamente en ninguna parte del cuestionario, y prescindien- 
do de la separación entre Aritmética y Geometría, que se dieron 
en el plan anterior. 

Los planes que surgieron a raíz del a Ley General de Educa- 
ción del año 1970 cambiaron la estructura del sistema educati- 
vo, pero mantuvieron y acrecentaron lo que ya estaba gestado. 
Lo expresa claramente el siguiente párrafo: 


Una de las funciones fundamentales de las matemáticas es la de or- 
denar conocimientos y crear estructuras formales que las resuman y 
expresen. Las estructuras formales están caracterizadas por unas le- 
yes que permiten aplicarles, de modo preciso, unos automatismos, 
entre ellos el automatismo de la lógica que facilita su utilización en 
problemas variados. (MEC, 1970-71, p. 25) 
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Sobre la importancia de los problemas se insiste en este docu- 
mento: 


La enseñanza de la matemática en todos los niveles, y preferente- 
mente en la EGB, debe centrarse en el proceso de matematización 
de problemas, creación de sistemas formales, utilización de las leyes 
de estos sistemas para obtener unos resultados e interpretación de 
los mismos. (MEC, 1970-71, p. 25) 


Pero la realidad es que, en esta etapa de la matemática mo- 
derna, lo que predominaba era una matemática formal en la que 
la resolución de problemas queda relegada en este documento a 
formar parte de las sugerencias de posibles actividades de Reco- 
nocimiento y resolución de situaciones problemáticas, concretamente: 
a) formular problemas tomados de la vida real, y b) identificar 
problemas y establecer gradualmente los pasos para su solución. 
No obstante, supone un paso adelante, pues se señalan aspectos 
de la resolución de problemas no presentes en propuestas ante- 
riores. 

Los planes de estudio para el BUP para matemáticas (MEC, 
1975) siguen rígidamente los preceptos de la matemática mo- 
derna. Englobada en el área de ciencias matemáticas y de la na- 
turaleza, su propósito era tratar: 


[...] de capacitar al alumno para comprender los fenómenos natura- 
les, científicos y técnicos de su entorno. Se resaltará la importancia 
del mecanismo lógico implícito en el razonamiento científico habi- 
tuando al alumno a los métodos deductivo e inductivo y a la experi- 
mentación. (MEC, 1975, p. 8064) 


Pero la realidad viene ya reflejada en la orientación para el 
primer curso. 

Las directrices que se dan para el primer curso del BUP de ma- 
temáticas es que se parta de los conceptos de anillo y cuerpo para 
tratar los temas de la asignatura. Entre ellos, proporcionar a los 
alumnos como aplicación práctica nociones de aritmética co- 
mercial. Es decir, ni siquiera los aspectos prácticos son enfoca- 
dos como resolución de problemas. No hay concesiones en estos 
planes para la resolución de problemas. Tanto en la EGB como 
en el BUP hubo un fracaso bastante generalizado en cuestiones 
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básicas, por lo que no es de extrañar que se popularizara el libro 
de Morris Kline El fracaso de la matemática moderna y que se pro- 
dujera el movimiento de vuelta a lo básico. 

Los Programas Renovados de 1979 no aportaron gran nove- 
dad en cuanto a la resolución de problemas, pues su finalidad 
era la estructuración de los programas en Bloques Temáticos des- 
glosados en Temas de Trabajo, niveles básicos de referencia para 
cada uno de estos temas que constituyen los objetivos mínimos 
que se han de alcanzar. Son un Documento de Apoyo al Profesorado 
y el nivel de profundización de cada bloque temático. El docu- 
mento pretende facilitar la programación, realización y evalua- 
ción del trabajo escolar (MEC, 1981). 


4. Plan de 1991: enseñanzas minimas 


El Real Decreto 1007/1991 estableció las enseñanzas mínimas 
para la ESO. En él la resolución de problemas aparece como un 
objetivo a alcanzar a lo largo de toda la Educación Secundaria 
Obligatoria en todas las materias en las que hay que adquirir co- 
nocimiento. Propone: 


Elaborar estrategias de identificación y resolución de problemas en 
los diversos campos del conocimiento y la experiencia, mediante 
procedimientos intuitivos y de razonamiento lógico, contrastándo- 
las y reflexionando sobre el proceso seguido. (MEC, 1991, p. 152) 


La propuesta por materias consta de tres grandes apartados: 
objetivos generales, contenidos y criterios de evaluación. En lo 
que se refiere al área de matemáticas varios de los objetivos 
generales precisan la información sobre la resolución de pro- 
blemas. 


2. Utilizar las formas de pensamiento lógico para formular y com- 
probar conjeturas realizar inferencias y deducciones, y organizar 
y relacionar informaciones diversas relativas a la vida cotidiana y 
a la resolución de problemas. 

4. Elaborar estrategias personales para el análisis de situaciones 
concretas y la identificación y resolución de problemas, utilizan- 
do distintos recursos e instrumentos y valorando la convenien- 
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cia de las estrategias utilizadas en función del análisis de los re- 
sultados. 

9. Actuar, en situaciones cotidianas y a resolución de problemas, de 
acuerdo con modos propios de la actividad matemática, tales 
como la exploración sistemática de alternativas, la precisión del 
lenguaje, la flexibilidad para modificar el punto de vista o la per- 
severancia en la búsqueda de soluciones. 


Cada uno de los cinco bloques de contenidos de que consta 
la propuesta correspondiente a matemáticas está desarrollado 
según conceptos, procedimientos y actitudes. Las ideas relativas 
a la resolución de problemas no aparecen en el apartado de 
conceptos, pero sí aparecen en procedimientos y actitudes, pero 
no de forma sistemática en todos los bloques. Concretamente 
se nota su ausencia en el bloque 2 de medida, estimación y 
cálculo de magnitudes, en el bloque 4 interpretación, represen- 
tación y tratamiento de la información y en el bloque 5 trata- 
miento del azar. El bloque 3 representación y organización del 
espacio, recoge como procedimientos: a) la identificación de 
problemas geométricos diferenciando en ellos los elementos 
conocidos de los desconocidos y los relevantes de los irrelevan- 
tes, y b) la reducción de problemas complejos a otros más sen- 
cillos para facilitar su comprensión y resolución. Asimismo, se 
recogen en este bloque 3 dos actitudes relativas a la resolución 
de problemas: a) perseverancia y flexibilidad en la búsqueda y 
mejora de soluciones a los problemas, b) interés y respeto por 
las estrategias y soluciones a problemas distintas de las propias. 
El bloque 1 números y operaciones, incluye varios apartados 
en procedimientos: a) la resolución de ecuaciones de primer 
grado, b) formulación y comprobación de conjeturas sobre si- 
tuaciones y problemas, y c) utilización del método de análisis- 
síntesis para resolver problemas numéricos. También incluye 
dos apartados en actitudes: a) disposición favorable a la revi- 
sión y mejora del resultado de cualquier problema numérico, 
b) sensibilidad y gusto por la presentación ordenada y clara del 
proceso seguido y de los resultados obtenidos en problemas y 
cálculos. 

Los criterios de evaluación ponen especial énfasis en aspectos 
de resolución de problemas. En ellos se detecta que, fundamen- 
talmente, se deben aprender matemáticas para resolver proble- 
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mas y, en menor medida también el uso de estrategias en situa- 
ciones de resolución de problemas. No hemos encontrado trazas 
que sugieran el aprendizaje de las matemáticas a través de la re- 
solución de problemas. 


5. Plan de 2006: las competencias 


El currículo para la ESO de 2006 (MEC, 2007a) incorpora las 
competencias básicas como un componente nuevo junto a 
otros más tradicionales como los objetivos, los contenidos y los 
criterios de evaluación. Referidos a estos componentes el docu- 
mento prescribe enseñanzas mínimas. Siguiendo las directrices 
europeas establece ocho competencias básicas, una de ellas es la 
competencia matemática, a la que caracteriza de forma extensiva, 
citando una serie de aspectos en los que los estudiantes se de- 
ben formar, entre los que están el razonamiento matemático y 
la resolución de problemas «para dar una mejor respuesta a las 
situaciones de la vida de distinto nivel de complejidad» 
(p. 687). La estructura que se le da en este currículo a la distri- 
bución de las enseñanzas mínimas en casi todas las materias es 
similar: se distribuyen en bloques y contienen un bloque inicial 
de «Contenidos comunes». Hay contenidos comunes que son 
semejantes en los cuatro cursos y en otros se producen ligeros 
cambios (tabla 1). Tengo la impresión de que no resultó fácil 
construir la propuesta del bloque 1, dada su novedad en los cu- 
rriculares oficiales. 


Tabla 1. Contenidos comunes del bloque 1 según el curso. 


Contenidos comunes Cursos 
ESO 


e Utilización de estrategias y técnicas simples en la resolución de 1.2 y2." 
problemas tales como el análisis del enunciado, el ensayo y 
error O la resolución de un problema más simple, y comproba- 
ción de la solución obtenida. 

e Planificación y utilización de estrategias en la resolución de 3.2 y 4,0 
problemas tales como el recuento exhaustivo, la inducción o la 
búsqueda de problemas afines, y comprobación del ajuste de la 
solución a la situación planteada. 
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e Expresión verbal del procedimiento que se ha seguido en la re- 1.2 
solución de problemas. 

e Descripción verbal de procedimientos de resolución de proble- 2.2 
mas utilizando términos adecuados. 

e Descripción verbal de relaciones cuantitativas y espaciales, y pro- 3." 
cedimientos de resolución utilizando la terminología precisa. 

e Expresión verbal de argumentaciones, relaciones cuantitativas y 4. 
espaciales, y procedimientos de resolución de problemas con la 
precisión y rigor adecuados a la situación. 


e Interpretación de mensajes que contengan informaciones sobre 1.9%, 2.2, 
cantidades y medidas o sobre elementos o relaciones espaciales. 3.% y 4.2 


e Confianza en las propias capacidades para afrontar problemas, 1.%,2.%, 
comprender las relaciones matemáticas y tomar decisiones a 3. y 4,0 
partir de ellas. 


e Perseverancia y flexibilidad en la búsqueda de soluciones alos 1.9%, 2., 
problemas. 3.9,4,2 


e Utilización de herramientas tecnológicas para facilitar los cálcu- 1.%, 2.2, 
los de tipo numérico, algebraico o estadístico, las representacio- 3.2 y 4.2 
nes funcionales y la comprensión de propiedades geométricas. 


En el desarrollo que hace la Junta de Andalucía de este currícu- 
lo (Consejería de Educación, 2007) se da autonomía de los cen- 
tros docentes, tanto pedagógica como organizativa, para el desa- 
rrollo y concreción del currículo de la Educación Secundaria 
Obligatoria. Entre las indicaciones que resaltan en matemáticas, 
está el énfasis en la resolución de problemas para adquirir com- 
petencias básicas: 


La resolución de problemas debe concebirse en este contexto como 
un aspecto fundamental para el desarrollo de las capacidades y com- 
petencias básicas en el área de matemáticas y como elemento esen- 
cial para la construcción del conocimiento matemático. Es, por ello, 
fundamental su incorporación sistemática y metodológica a los con- 
tenidos de dicha materia. (Consejería de Educación, 2007, p. 51) 


Además, en esta Orden se subraya el aspecto transversal de la 
resolución de problemas que, junto con el uso sistemáticamente 
adecuado de los medios tecnológicos y la dimensión social y 
cultural de las matemáticas, deben entenderse como ejes trans- 
versales que han de estar siempre presentes en la construcción 
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del conocimiento matemático durante esta etapa. Hay, pues, un 
cambio sustancial en la orientación del uso de la resolución de 
problemas en la enseñanza-aprendizaje de las matemáticas. De 
la idea tradicional de aprender matemáticas para resolver pro- 
blemas se pasa a resolver problemas para aprender matemáticas. 
Esto supone un desafío considerable para los equipos pedagógi- 
cos de los centros, debido a la falta de tradición al respecto y el 
esfuerzo enorme para llevarla a cabo. En consonancia con el pa- 
pel importante que se le otorga a la resolución de problemas en 
esta Orden se la incluye como el primer núcleo temático con un 
carácter transversal. 


6. Plan de 2014: resolución eficaz 
de problemas complejos 


El currículo de 2014 incluye la noción de competencia como 
una componente base del currículo para lograr una eficaz resolu- 
ción de problemas complejos. Esto se puede apreciar en el Real 
Decreto 1105/2014, por el cual se establece el currículo básico 
de la Educación Secundaria Obligatoria y del Bachillerato. En la 
introducción de este decreto se da una descripción amplia de la 
noción de currículo que engloba a las competencias como uno 
de los aspectos que lo conforman: 


El «currículo» estará integrado por los objetivos de cada enseñanza y 
etapa educativa; las competencias, o capacidades para activar y apli- 
car de forma integrada los contenidos propios de cada enseñanza y 
etapa educativa, para lograr la realización adecuada de actividades 
y la resolución eficaz de problemas complejos. (MECD, 2014, p. 169) 


Así pues, la resolución de problemas es vista como una nece- 
sidad última a la que hay que atender para lo cual previamente 
hay que aprender o adquirir determinadas capacidades y compe- 
tencias. Quizás en un intento de ser preciso en el lenguaje, los 
autores del documento añaden dos calificativos a la resolución 
de problemas que pueden poner en un aprieto a los que tienen 
que poner en práctica este currículo: uno de ellos es «eficaz» y el 
otro es «complejos». 
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6.1. Resolución eficaz de problemas 


Con respecto al primero de los calificativos, cabe preguntarse: 
¿qué es la resolución eficaz de problemas? Esta expresión puede ser 
interpretada de múltiples maneras. Puede ser interpretada como 
resolverlos en un tiempo récord, o que se utilice la estrategia 
más elaborada, o, por el contrario, la respuesta más sencilla, o 
que se dé una respuesta adecuada, razonable, coherente o acep- 
table al problema, o quizás que se resuelva de acuerdo al conte- 
nido matemático que se está estudiando en ese momento, o que 
se resuelvan con conceptos matemáticos lo más avanzados posi- 
bles. Estas son algunas de las posibles respuestas a la pregunta y 
que dejan con la duda de lo que se quiere transmitir en el docu- 
mento sobre resolución eficaz, sobre todo cuando a los proble- 
mas se le añade que deben ser complejos. Tratando de entender 
el significado desde un punto de vista lingúístico, puede ser en- 
tendida en un uso habitual del lenguaje, por lo cual su significa- 
do en el diccionario de la lengua el término eficaz significa «que 
tiene eficacia» y, a su vez, eficacia significa «capacidad de lograr 
el efecto que se desea o se espera». Según esto, la resolución efi- 
caz de problemas será la capacidad de resolver problemas. Con 
lo cual lo de eficaz sobraría o es reiterativo, pues previamente 
ya se había dicho que el currículo integra las competencias o ca- 
pacidades para activar y aplicar de forma integrada los conteni- 
dos propios de cada enseñanza y etapa educativa a la resolución 
de problemas. 

Tras la reflexión anterior, cabe la duda de si la expresión solu- 
ción eficaz de problemas tiene un trasfondo más científico, es de- 
cir, si proviene del campo de investigación sobre resolución de 
problemas. Dado que la mayor parte de la literatura especializa- 
da sobre resolución de problemas está en inglés, he realizado 
una revisión de lo que se entiende por resolución eficaz de proble- 
mas, cuya traducción es effective problem solving. El trabajo más 
sugerente que aparece en la literatura es el clásico artículo de Lar- 
kin de 1979 titulado Processing Information for Effective Problem 
Solving. En este artículo, Larkin analiza formas con las que ayu- 
dar a los estudiantes a resolver problemas de física de manera 
eficaz. Sobre la base de sus observaciones de resolutores de pro- 
blemas novatos y expertos, la autora sugiere enseñar los proce- 
sos utilizados por los expertos directamente a los estudiantes. Se 
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plantea la pregunta: «¿Cómo se puede ayudar a los estudiantes a 
resolver problemas de física de manera más eficaz?» Para contes- 
tarla, hace lo siguiente: a) observa en detalle los procesos utiliza- 
dos por «expertos», personas que son buenas para resolver pro- 
blemas de física; b) extracta y resume las características esenciales 
de estos; c) enseña directa y explícitamente estos procesos a los 
estudiantes. Está claro que la autora entiende por solución eficaz 
la de un resolutor experto (en la investigación de Larkin se trata 
de profesores universitarios de Física). Hay que subrayar que la 
investigación de Larkin se realiza bajo la teoría del procesamien- 
to de la información cuyo fin último es buscar la estrategia Ópti- 
ma en el espacio del problema, con el objeto de implementarla 
en programas de ordenador bajo la «filosofía» de la Inteligencia 
Artificial, incipiente en esa época. 

Una interpretación alternativa a lo que es la resolución efi- 
caz de problemas, la plantea Bardach (2012) en su guía prácti- 
ca de ocho pasos para una resolución eficaz de problemas: de- 
finición del problema, obtención de información, construcción 
de alternativas, selección de criterios, proyección de los resulta- 
dos, confrontación de costos y beneficios, decida y cuente su 
historia. 


6.2. Problemas complejos 


Incluso para investigadores expertos, la expresión problema com- 
plejo es difícil de definir y a los no expertos sumergirlos en un 
mar de dudas. Frensch y Funke (1995), como editores, pidieron 
a los autores de los capítulos del libro que dieran una definición 
corta de problema complejo. Las respuestas están recogidas en la 
tabla 2. 


Tabla 2. Definiciones concisas de problemas complejos en Frensch y Funke 
(1995). 


Autores Resolución de problemas complejos-Complex problem solving 
(CPS) 


Beckmann  CPS representa una clase de tarea que exige el dominio cogniti- 
y Guthke vo que requiere el reconocimiento de relaciones causales entre 
las variables de un sistema. 
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Autores Resolución de problemas complejos-Complex problem solving 
(CPS) 


Berry Decidir si una tarea debe considerarse compleja o no, parece ser 
una cuestión relativa más que absoluta. Algunas tareas parecen 
ser complejas en comparación con muchas tareas experimenta- 
les tradicionales de resolución de problemas. En estos casos, la 
gran cantidad de variables y su interconectividad, la intranspa- 
rencia, los rezagos temporales y la gran cantidad de metas a 
cumplir contribuyen a la complejidad de la tarea. 


Brehmer Me preocupa la capacidad de las personas para manejar tareas 
que son complejas, dinámicas (en el sentido de que su estado 
cambia tanto de manera autónoma como una consecuencia de 
las acciones de los tomadores de decisiones) y opacas (en el 
sentido de que el tomador de decisiones puede no ser capaz ver 
los estados de la tarea o la estructura de la tarea). 


Buchner CPS es la interacción exitosa con entornos de tareas que son di- 
námicos (es decir, cambian en función de las intervenciones del 
usuario y / o en función del tiempo) y en los que algunas, si no 
todas, las regularidades del entorno solo pueden revelarse me- 
diante una exploración exitosa y una e integración de la infor- 
mación obtenida en ese proceso. 


Dórner El CPS se refiere al comportamiento de personas o grupos de 
personas en situaciones complejas, dinámicas e invisibles don- 
de la estructura exacta y las propiedades de las situaciones son 
relativamente desconocidas. El solucionador de problemas 
complejos elabora permanentemente sus objetivos y construye 
hipótesis sobre la estructura (desconocida) del dominio. Él o 
ella toman decisiones y necesitan controlar los resultados. 


Funke El objetivo principal de aplicar paradigmas de investigación de 
CPS para la selección de personal es utilizar tareas más comple- 
jas, significativas, integradoras y realistas que requieren proce- 
sos y habilidades de pensamiento de orden superior. Las aplica- 
ciones de selección y formación de personal adoptan paradig- 
mas de investigación como tecnología y carecen de una 
definición común de CPS. 


Huber CPS es la tarea de optimizar una o más variables objetivo de un 
sistema mediante una serie de decisiones. El sistema consta de 
varias variables, existen varias acciones alternativas. La informa- 
ción sobre el sistema o los estados del sistema está incompleta 
(por ejemplo, no está disponible o es probabilística) o está re- 
trasada. Puede estar involucrado un componente de tiempo. 
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Autores Resolución de problemas complejos-Complex problem solving 
(CPS) 


Kluwe 1. En relación con el entorno de la tarea, los problemas comple- 
jos pueden caracterizarse por un gran número de componentes 
(o variables) interrelacionados. 
2. Con referencia al espacio del problema, los problemas com- 
plejos pueden caracterizarse por un gran número de operacio- 
nes cognitivas diferentes que son necesarias para buscar en el 
espacio del problema (por ejemplo, el número de pasos de un 
programa que simula la búsqueda de una solución). 3. Los pro- 
blemas complejos, finalmente, pueden descomponerse en sub- 
problemas más pequeños. 


Krems Un problema se denomina «complejo» cuando el estado final y 
el estado inicial se describen claramente, y cuando (a) no hay 
una definición precisa del espacio del problema (no está com- 
pleta) y / o (b) no hay una definición precisa de los operadores 
disponibles (lo que puede hacerse). Tanto (a) como (b) depen- 
den de las características específicas del dominio (por ejemplo, 
el contexto, el número y la conectividad de las variables rele- 
vantes) y del nivel de experiencia (cantidad de conocimiento 
sobre las características específicas del dominio). En general, 
uso el término CPS como más o menos equivalente a la resolu- 
ción de problemas en dominios semánticamente ricos o en ta- 
reas ricas en conocimiento. 


Como señalan Frensch y Funke (1995), si bien todas las defi- 
niciones recogidas en la figura 1 difieren en algún aspecto, todas 
ellas comparten características importantes. Por ejemplo, todas 
ellas describen la resolución de problemas como una actividad 
cognitiva y, además, en todas ellas, aunque sea implícitamente, 
se comparte el marco de la teoría del procesamiento de la infor- 
mación. Lo que puede parecer sorprendente, sin embargo, es la 
constante falta de énfasis en la interacción entre el problema y el 
resolutor. Es decir, la mayoría de las definiciones definen un 
problema en términos de las especificaciones de la tarea y pres- 
cinden en ellas del resolutor que la enfrenta. 


6.3. La resolución de problemas en matemáticas 


En este plan de estudios para la ESO y Bachillerato de 2014, to- 
das las asignaturas de matemáticas contemplan la resolución de 
problemas, se convierte en objetivo principal. Se afirma que el 
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proceso de enseñanza debe cultivar la habilidad para entender 
diferentes planteamientos e implementar planes prácticos, revi- 
sar los procedimientos de búsqueda de soluciones y plantear 
aplicaciones del conocimiento y las habilidades matemáticas a 
diversas situaciones de la vida real; sobre todo, se debe fomentar 
la autonomía para diseñar diferentes estrategias de resolución o 
extrapolar los resultados obtenidos a situaciones análogas. La re- 
solución de problemas complejos ha de ir acompañada del em- 
pleo de herramientas tecnológicas. 

La materia correspondiente a las distintas asignaturas de ma- 
temáticas incluidas en este currículo de la ESO y Bachillerato se 
distribuye en bloques. En todas ellas se incluye un bloque ini- 
cial, el «Bloque 1. Procesos, métodos y actitudes en matemáti- 
cas», que recoge fundamentalmente nociones relativas a la reso- 
lución de problemas. Los otros bloques se refieren a contenidos 
tradicionales del currículo de matemáticas. En cierta manera 
este bloque 1 recoge las ideas plasmadas en el «Bloque 1. Conte- 
nidos comunes» del currículo de la ESO del plan de 2006 (recor- 
demos que en el Bachillerato no aparecía este bloque). Posible- 
mente dada la dificultad que tuvo el profesorado para interpre- 
tar o cómo abordar la resolución de problemas en un currículo 
basado en adquisición de competencias, en el Real Decreto de 
2014, la resolución de problemas se incluye, junto a otras temá- 
ticas, en un primer bloque titulado «Procesos, métodos y actitu- 
des en Matemáticas» y se dan orientaciones más precisas de su 
función en el ámbito educativo. A este respecto dice el legis- 
lador: 


El bloque de «Procesos, métodos y actitudes en Matemáticas» es co- 
mún a todos los cursos y debe desarrollarse de modo transversal y 
simultáneamente al resto de bloques, constituyendo el hilo conduc- 
tor de la asignatura; se articula sobre procesos básicos e imprescin- 
dibles en el quehacer matemático: la resolución de problemas, pro- 
yectos de investigación matemática, la matematización y modeliza- 
ción, las actitudes adecuadas para desarrollar el trabajo científico y 
la utilización de medios tecnológicos. (p. 399) 


Este bloque se desmenuza y detalla en una propuesta conjun- 


ta constituida por tres apartados: a) contenidos, b) criterios de 
evaluación y c) estándares de aprendizaje evaluables. Los conte- 
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nidos que aparecen sobre la resolución de problemas son muy 
escasos y generales, concretamente se refieren a la planificación 
del proceso de resolución de problemas, estrategias y procedi- 
mientos puestos en práctica y reflexión sobre los resultados. En 
cuanto a los criterios de evaluación subrayan la comunicación 
verbal del proceso seguido en la resolución de un problema, la 
utilización de estrategias de resolución de problemas, la reali- 
zando los cálculos necesarios y comprobando las soluciones ob- 
tenidas y en la reformulación del problema tratando de profun- 
dizar en problemas resueltos planteando pequeñas variaciones 
en los datos, otras preguntas, otros contextos, etc. Es decir, se ol- 
vidan de la fase de comprensión del problema y se centran en las 
fases de ejecución y reformulación de nuevos problemas. El 
apartado de «estándares evaluables» es más descriptivo y extenso 
que los otros dos anteriores. Se le da preponderancia a un am- 
plio espectro de ideas relativas a la resolución de problemas, 
aunque de forma algo desordenada y entremezclada. De los 29 
enunciados que contiene 19 hacen alusión explícitamente a la 
resolución de problemas. Se incluyen aspectos relativos al problem- 
posing (variar un problema dado o identificar situaciones proble- 
máticas de la realidad, susceptibles de contener problemas de 
interés), evaluar la solución obtenida. 
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Resumen 

En este trabajo realizamos una mirada retrospectiva de la formación matemá- 
tica que han recibido los maestros encargados de la educación de los niños 
menores de 6 años en España. Desde sus inicios oficiales a mediados del si- 
glo XIX hasta la actualidad, la formación de maestros de Educación Infantil ha 
sido excluida en muchas ocasiones en las reformas de los planes de estudio de 
magisterio y cuando ha sido regulada y reconocida a nivel oficial, la educación 
matemática ha tenido escasa presencia estando influenciada por los movi- 
mientos pedagógicos de la época como el método de Fróbel en el siglo xIX o las 
teorías de Piaget en la segunda mitad del siglo Xx. Actualmente, con la adapta- 
ción de dichos planes al Espacio Europeo de Educación Superior, las directrices 
nacionales han quedado demasiado abiertas y cada universidad tiene libertad 
para delimitar tanto el tipo de asignatura como los créditos que se asignan a 
ella, por lo que la formación matemática de los maestros de Educación Infantil 
depende de la universidad en donde se imparta la titulación. 


Palabras clave: formación de maestros, educación matemática, Educación In- 
fantil, investigación histórica 


Abstract 

In this work we develop a historical review of mathematics in the early child- 
hood teacher training in Spain. From its official beginnings in the mid-nine- 
teenth century to the present, the training of early childhood teacher training 
has not been included on many occasions in the reforms of the teaching agen- 
das and when it has been regulated and recognized at an official level, mathe- 
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matics education has had little presence being influenced by the movements 
of the time such as the Fróbel method in the 19th century or the theories of 
Piaget in the second half of the 20th century. Currently, with the adaptation 
of the plans to the European Higher Education Area, the national guidelines 
are too open and each university is free to define the type of subject and the 
credits, so the mathematical training depends on the university. 


Keywords: teacher training, mathematics education, early childhood educa- 
tion, historical research 


1. Introducción 


La formación matemática de los maestros es primordial, ya que 
enseñar matemáticas es una parte de su actividad profesional 
(Flores y Rico, 2015; Segovia y Rico, 2011). Este hecho no ha 
pasado desapercibido por Isidoro Segovia y Pablo Flores, los 
cuales, además de preocuparse y reflexionar sobre el tema, han 
dedicado gran parte de su carrera profesional a mejorar dicha 
formación. Más allá de impartir la docencia correspondiente en 
los títulos universitarios de maestro, han colaborado en el desa- 
rrollo de nuevos planes, elaborado libros para la formación ma- 
temática de los maestros, impartido cursos de formación conti- 
nua o permanente, o ayudado y formado a los nuevos profesores 
del departamento de Didáctica de la Matemática de la Universi- 
dad de Granada. Inspirados por esta dedicación, en el presente 
capítulo les rendimos homenaje centrándonos en una forma- 
ción que ha sido relegada en muchas ocasiones a un segundo 
plano, la formación de maestros' de Educación Infantil (Castro, 
2011). Específicamente, realizamos una revisión histórica de la 
formación matemática que han recibido estos profesionales en 
España (denominados a lo largo de los años como maestros par- 
vulistas, de preescolar o de educación infantil) desde sus inicios ofi- 
ciales, a mediados del siglo XIx, hasta la actualidad con la im- 
plantación del Espacio Europeo de Educación Superior. 


1. Aunque casi en su totalidad la labor de maestro de infantil ha sido desempeñada 
por mujeres, a lo largo del capítulo utilizaremos el término genérico maestros. 


156 | Investigación en Educación Matemática 


2. El siglo XIX 


Los inicios de la formación de maestros de Educación Infantil en 
España se remontan a la primera mitad del siglo xIx, momento 
en el que se empezó a regular la enseñanza en niveles inferiores 
a 6 años en instituciones denominadas escuelas de párvulos. Este 
hecho hizo que surgiera una nueva profesión,? la de maestro 
parvulista y, por ende, una formación específica para estos profe- 
sionales. 

En esta época se incorporaron al sistema educativo las escue- 
las normales para la formación de maestros de Educación Prima- 
ria y las escuelas de párvulos para la educación de la primera in- 
fancia, como la Escuela de Virio en Madrid (posteriormente de- 
nominada Escuela Normal Central de Párvulos) la cual fue la 
primera escuela normal de párvulos en España (Sanchidrián, 
1982, citado por Pérez y González, 2009). Otros hechos relati- 
vos a estos avances fue la publicación del Manual para los Maes- 
tros de Escuelas de Párvulos de Pablo Montesinos publicado en 
1840, o la creación en 1876 de la Cátedra de pedagogía especial 
aplicada a la enseñanza de párvulos por el sistema de Fróbel. 
Esta era una cátedra pública de la Escuela Normal Central de 
Maestros de Madrid, donde por medio de lecciones alternas, se 
acreditaba a los maestros que, además de poseer el título ele- 
mental o superior, deseasen obtener esta especialidad (Colme- 
nar, 2010). 

Posteriormente, en el año académico 1882-1883, con la reor- 
ganización del plan de estudios de la Escuela Normal Central de 
Maestros de Madrid, se incluyó un curso especial de maestros 
de párvulos. Este curso, formado por diversos programas, inclu- 
ye el programa de nociones de ciencias físicas y naturales que 
incluía nociones de aritmética y geometría. Sin embargo, este cur- 
so tuvo una vida efímera como consecuencia de la falta de alum- 
nas (Colmenar, 1989). 

Cabe destacar que, a pesar de que se encontraban en funcio- 
namiento las escuelas normales, a los denominados maestros de 
párvulos no se les requería haberse formado en una escuela nor- 
mal para acceder a la profesión, ni haber hecho prácticas en 


2. Anteriormente en el ámbito privado existían las denominadas escuelas de amiga, 
cuya práctica continuó hasta el siglo xx (Diego-Pérez, 2013). 
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una escuela de párvulos, exigiéndoles un conocimiento referi- 
do a doctrina cristiana, letras, números y figuras, bastando en 
todo lo demás nociones muy ligeras (Diego-Pérez y González, 
2009). 


2.1. Cátedra de pedagogía especial por el sistema de Fróbel 


Fróbel, pedagogo alemán, basó sus tratados para la enseñanza 
en Educación Infantil en las teorías del juego de Richter -que 
consideran esencial el uso libre de materiales simples, donde se 
establezca un orden propio y se descubra sus propios límites- y 
en las teóricas pedagógicas de Comenio, Rousseau o Pestalozzi 
fundamentadas en la naturaleza, la intuición y la experimenta- 
ción—. Su método fue considerado como un sistema innovador 
para la enseñanza de párvulos en la época (Lahoz, 1991) y ac- 
tualmente continúa teniendo influencia en la enseñanza, y en el 
diseño de materiales manipulativos o recursos. 

El método de Fróbel se instauró en España a través de la Cate- 
dra Especial de Pedagogía de Párvulos por el procedimiento de 
Fróbel, la cual tuvo una especial relevancia en la formación de 
maestros de estas edades. El profesor que impartió la materia 
para la cátedra de esta especialidad fue Pedro de Alcántara Gar- 
cía. Asimismo, el programa de la nueva asignatura, que se impar- 
tió en las dos escuelas normales de Madrid, también fue elabora- 
do por de Alcántara a partir de su asistencia por Europa a dife- 
rentes ponencias sobre el Método de Fróbel. 

El programa ha quedado materializado a través del Manual 
teórico-práctico de educación de párvulos según el método de 
jardines de infancia de Fróbel (De Alcántara, 1879). Este cons- 
ta de una introducción sobre la vida y obra de Fróbel, y dos 
partes diferenciadas. La primera describe los principios gene- 
rales de la educación de acuerdo con el sentido de Fróbel, e 
incluye tres capítulos: la doctrina fundamental de la educa- 
ción, manera de ser del niño y desenvolvimiento del hombre, 
y bases y caracteres fundamentales del método de educación y 
sus procedimientos. La segunda, compuesta por una introduc- 
ción y seis secciones que detallaban minuciosamente el méto- 
do pedagógico de Fróbel para Infantil, el estudio de cada uno 
de los «regalos» o «dones», cómo el maestro ha de introducir- 
los y actuar con ellos en el aula, ejercicios que se debía utili- 
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zar, así como los fines educativos propuestos con dichos ejer- 
cicios. 

En el manual elaborado por de Alcántara (1879) podemos 
ver reflejado el interés de Fróbel por la arquitectura y las mate- 
máticas (ya que se inició en el estudio de ambas materias, aun- 
que no llegó a finalizarlos). Además del diseño y pautas arqui- 
tectónicas que debían de contemplar los jardines de infancia, 
las áreas matemáticas de geometría y espacio están especialmen- 
te presentes en los dones. Los dones de Fróbel son una secuen- 
cia de materiales con distintas formas geométricas que se ofre- 
cen a los niños de forma progresiva y que promueven de mane- 
ra especial el desarrollo del pensamiento lógico-matemático. 
Específicamente en el desarrollo de los ejercicios con los dones, 
«debe llevarse al niño de lo conocido a lo desconocido, de lo 
fácil a lo difícil, de lo particular a lo general, de los concreto a 
los abstracto» (De Alcántara, 1879, p. 94) para ello se propone 
hacer comparaciones con el don anterior, llevando a cabo jue- 
gos de construcción o de realización de formas y planteando 
cuestiones para dar lugar a conversaciones instructivas. La ta- 
bla 1 presenta los dones, así como los contenidos matemáticos 
que se proponen trabajar con cada uno de ellos según el ma- 
nual. En algunas ocasiones estos dones no se corresponden con 
los originales, pues sufrieron diversas modificaciones por los 
discípulos de Fróbel. 


Tabla 1. Dones y contenidos matemáticos a trabajar con ellos según el 
manual de Alcántara (1879). 


Don Descripción Imagen Contenidos matemáticos 


1 Caja con 6 pelotas o 
bolas de colores 
(rojo, azul, amari- 


Atributos color y forma. 
Posiciones de objetos res- 
pecto a uno mismo y res- 
lla, violeta, verde y pecto a otro objeto. 
naranja) del mismo Línea, dirección, movi- 
tamaño y recubier- miento. 

tas de lana. 


Magnitudes peso y grave- 
dad. 
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Don Descripción Imagen Contenidos matemáticos 

2 Caja con una esfera, Análisis y comparación de 
un cilindro y un formas, contrastes (seme- 
cubo de similares jante, opuesto, interme- 
dimensiones. Los dio). Componer y des- 
tres objetos tienen componer: partes y todo. 
una anilla por don- Cubo, esfera y cilindro. 
de pasar un cordón Movimiento de rotación. 
para poder colgar- Caras, vértices y aristas. 
los. Ángulos. Horizontal, per- 

pendicular. 

3 Caja que contiene Componer y descompo- 
ocho cubos iguales ner: partes y todo. 
de madera. (Cada Comparación de forma, 
cubo tiene la misma tamaño, dimensión y vo- 
dimensión que el lumen. 
cubo del segundo Cuadrado, cubo, cara y 
don). arista. División de sóli- 

dos. 

Números enteros y frac- 
ciones (mitad, cuarto y 
octavo). 

4 Caja que contiene Mismos contenidos que 
ocho prismas rec- en el don 3." y, además: 
tangulares iguales comparación de forma, 
de madera. tamaño, dimensión y vo- 

lumen. 
Rectángulo. División de 
superficies. 
Contar hasta 16, suma y 
resta de un número del 1 
al 8 +/- 1. 

5 Caja que contiene Se continúan trabajando 


39 piezas: 27 cubos 
iguales, 3 cubos di- 
vididos en partes 
iguales y otros 3 di- 
vididos en cuartos 
formando en ambos 
casos prismas trian- 
gulares. 


los mismos contenidos 
que en los dones 3." y 
4.2, 
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Don Descripción Imagen Contenidos matemáticos 

6 Caja que contiene S AN Se continúan trabajando 
36 piezas: 27 pri- $55 los mismos contenidos 
mas rectangulares que en los dones 3.* y 4.2 
como los del 4.2 y, además, la noción de 
don, 6 divididos en cuerpo sólido. 
dos cuadrados y 3 
en 2 prismas. 

7 8 cuadrados iguales, Superficie. 
otros dos más gran- Líneas paralelas 
des divididos en Vértices, diagonal 
cuatro partes. Triángulo y sus elemen- 

8 Un cuadrado ente- tos. 
ro, un cuadrado di- Tipos de triángulos. 
vidido en dos rec- Paralelogramo, trapecio, 
tángulos iguales, trapezoide. 
otro en tres, otro en Fracciones: tercios, quin- 
cuatro, otro en cin- tos, sextos, sétimos y octa- 
co, otro en seis, otro vos. 
en slete y otro en Comparación de fraccio- 
ocho. nes: 

9 21 figuras (cuadra- 


dos, rectángulos, 
triángulos rectángu- 
los isósceles, trián- 
gulos rectángulos 
escalenos). 


= 
E 
=> 
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Don Descripción 


Contenidos matemáticos 


10 Listones flexibles 
(25x1 cm) para tra- 
bajar geometría. 


Línea horizontal, vertical. 
Líneas paralelas. 
Línea recta. 

Ángulos: agudo, recto, 
obtuso. 

Vértices. 

Noción de triángulo. 
Tipos de triángulos. 
Noción de polígono. 
Pentágono, hexágono, 
heptágono. 

Longitud. 


11 Palillos rectos y re- 
dondos para traba- 
jar aritmética. 


Unidad, decena. 

Par, impar. 

Sumas de cifras de un dí- 
gito. 

Restas de cifras de un dí- 
gito. 

Multiplicación como 
suma repetida y división 
como reparto. 


12 24 anillos o circun- 
ferencias y 48 semi- 
círculos de alambre. 


Línea curva. 

Noción de círculo y circun- 
ferencia. 
Semicircunferencia (reco- 
nocimiento). 


13 Palitos de diferentes 
tamaños y colores y 
bolitas de ceras/pe- 
dacitos de corcho 
para unirlos. 


Línea y punto. Construc- 
ción de figuras planas y 
cuerpos sólidos: 
hexaedro, octaedro, dode- 
caedro. 


14 Arcilla e instrumen- 
tos para modelarla. 


Construcción de esfera, 
cubo. 


Nota. Originariamente el 7.*, 8.* y 9.2 don estaba formado por 6 cuadrados iguales y del tamaño de las 
caras del cubo del 2.2 don, triángulos rectángulos (isósceles y escalenos), acutángulos y obtusángu- 
los. El 12.* don fue añadido posteriormente por la viuda de Fróbel. 
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En el manual se detalla cómo introducir en el aula de párvu- 
los cada uno de estos dones para trabajar diversos contenidos, 
pues se recalca que estos no se adquieren con la simple manipu- 
lación del material. Por ejemplo, para trabajar los atributos color 
y forma (el primer contenido a introducir con los dones) se pro- 
ponen las siguientes indicaciones para dar a los alumnos. En pri- 
mer lugar, realizar preguntas tantas veces como sea necesario 
centradas en el color: «¿Tienen un mismo color todas las pelotas 
que hay dentro de esta caja? No, señor maestro, responderán los 
niños. ¿Qué color tiene esta? ¿Cuál esta otra? ¿De qué color es tu 
pelota?» (De Alcántara, 1879, p. 111). Cuando los escolares ha- 
yan aprendido a reconocer los colores, se continúa con el atribu- 
to forma. Para hacer que se centren en la forma y la distingan del 
color, se propone hacer comparaciones con la forma que tienen 
otros objetos conocidos como cajas, mesas, etc. «¿Se parece la 
pelota a este tintero? - ¿Y a esta caja? - ¿Tiene esquinas? - ¿Es lar- 
ga? - ¿Es cuadrada? - ¿Cómo es? - etc.» (De Alcántara, 1879, 
p. 111). Una vez adquirido este conocimiento, se intercalan pre- 
guntas sobre el color y la forma. 

Hay que destacar que el programa de esta formación no esta- 
ba enfocado a mejorar el conocimiento del contenido de los 
maestros en formación, si no a enseñar un método sobre cómo 
introducir los contenidos en el aula de párvulos. 


3. El siglo XX 


En el siglo XX llegaron a España otros métodos sobre la enseñan- 
za de las matemáticas en Infantil, como el de Maria Montessori 
o el de Ovide Decroly. Sin embargo, la formación inicial de los 
maestros de esta etapa: 


[...] no evolucionó al mismo ritmo que el magisterio en general, 
pues las sucesivas modificaciones de los planes de estudios de las 
escuelas normales de 1898, 1900, 1901, 1903 y 1914 no menciona- 
ron la necesidad o conveniencia de una formación específica para 
estos maestros. (Diego-Pérez y González, 2009, p. 374) 


La formación de maestros de Infantil no formó parte de los 
planes de estudio de las escuelas normales hasta la segunda mi- 
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tad del siglo, por lo que hasta entonces no hubo formación espe- 
cífica para estos profesionales. Solo en el plan de estudios de 1931 
se introdujo la posibilidad de hacer prácticas en centros de pár- 
vulos, así como la posibilidad de hacer un trabajo centrado en 
esta etapa como parte de la asignatura Trabajos de Especializa- 
ción (Diego-Pérez, 2013). 

A comienzos de la segunda mitad del siglo, aunque no se re- 
guló la formación inicial, se reglamentó una especialización para 
aquellos maestros que estaban trabajando en una escuela de pár- 
vulos a través de cursos concretos, como el de «Orientaciones 
pedagógicas para maestras nacionales de las Escuelas de Párvu- 
los» o el «Curso de formación y capacitación de las Maestras Na- 
cionales de las Escuelas de Párvulos y Maternales», u oposiciones 
para los maestros de otras especialidades que querían trabajar en 
escuelas de párvulos (Diego-Pérez y González, 2009). 


3.1. Periodo de la Ley General de Educación 


En la década de los setenta, con la Ley General de Educación 
(LGE), las Escuelas Normales se incorporaron a la universidad 
como Escuelas Universitarias de Formación del Profesorado de 
Educación General Básica, donde se formaban a los futuros 
maestros a través de las siguientes especialidades: Preescolar, 
Ciencias, Ciencias humanas, Filología y Educación Especial. A 
pesar de que la formación inicial estaba regulada y la mayoría de 
los docentes eran maestros formados en estas escuelas, la LGE 
estableció que era posible ejercer la docencia en Educación Pre- 
escolar (dejando de denominarse párvulos) y Educación General 
Básica solo con poseer del título de diplomado, ingeniero técni- 
co o arquitecto técnico (Castro, 2011). 

Para obtener la titulación, los futuros maestros debían cursar 
nueve asignaturas comunes a las cinco especialidades, donde se 
encontraba Matemáticas 1 y ocho asignaturas específicas de la es- 
pecialidad correspondiente, que en el caso de Preescolar incluía 
El Área Lógico-Matemática en edad Preescolar (Ministerio de 
Educación y Ciencia [MEC], 1977), pues la LGE promovía que los 
niños de preescolar realizasen ejercicios de lógica y prenuméricos: 


La educación preescolar comprende juegos, actividades de lenguaje, 
incluida, en su caso, la lengua nativa, expresión rítmica y plástica, 
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observación de la naturaleza, ejercicios lógicos y prenuméricos, de- 
sarrollo del sentido comunitario, principios religiosos y actitudes 
morales» (LGE, 1970, art. 14) 


Estas asignaturas tenían una fuerte influencia de las teorías de 
la época, especialmente la teoría de conjuntos o las teorías del 
desarrollo cognitivo de Piaget, en donde el lenguaje, los concep- 
tos numéricos o las operaciones lógicas de seriación y clasifica- 
ción son fundamentales. 

Específicamente, la asignatura Matemáticas l (asignatura co- 
mún a todas las especialidades) se centraba en contenidos relati- 
vos a conjuntos y relaciones, correspondencias y aplicaciones, 
número natural y sistemas de numeraciones, aritmética, fraccio- 
nes y decimales, magnitudes y su medida, geometría plana, geo- 
metría del espacio e iniciación a la estadística. Dos ejemplos de 
actividades para el tema de aritmética que debían de realizar los 
estudiantes en la Universidad de Granada se presentan a conti- 
nuación: 


a) Señala a tu juicio algunos de los errores que pueden cometer- 
se en la definición de adición. Elabora una definición que te 
parezca más correcta. Compara la definición que has hecho 
con la que se obtiene a partir de la teoría de conjuntos. Señala 
los aspectos fundamentales en una definición correcta de adi- 
ción. 

b) Sustituir las letras por números para que tengan sentido las 
operaciones: 


1) AMOR 11) PCE 111) AMOR 
+ AMOR + PSUC x Z 
AMOR URSS ODIO 

ODIO 


La segunda asignatura que debían de cursar los futuros maes- 
tros de preescolar, El Área Lógico-Matemática en Edad Preesco- 
lar, era una asignatura específica de la especialidad. Sus conteni- 
dos estaban enfocados a la enseñanza y aprendizaje de las mate- 
máticas en estas edades, incluyendo en su temario teorías del 
aprendizaje (p. ej.: conductista, cognitiva), materiales y recursos, 
el currículo de matemáticas en Educación Infantil (p. ej.: orienta- 
ciones ministeriales, evolución de aspectos curriculares) o nocio- 
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nes sobre didáctica de diversos temas como lógica (p. ej.: clasifica- 
ciones, seriaciones, etapas o estadios, lógica de clases), números 
(p. ej.: formación del concepto de número según Piaget, contex- 
tos numéricos, principios del conteo), aritmética (p. ej.: estrate- 
glas para sumar y restar, problemas aditivos), espacio (p. ej.: to- 
pología, desarrollo de las nociones espacio-temporales, etapas 
en el desarrollo espacial), geometría (p. ej.: aportaciones de Van 
Hiele) y medida y magnitudes (p. ej.: etapas generales, aportes 
de Piaget). 


3.2. Periodo de la Ley de Reforma Universitaria 


Durante el periodo de la Ley de Reforma Universitaria (oficial- 
mente denominada Ley Orgánica 11/1983, de 25 de agosto, de 
Reforma Universitaria), vigente entre 1983 y el 13 de enero de 
2002, se produce un nuevo impulso en la formación de los 
maestros, al equiparar las escuelas universitarias con el resto de 
los centros universitarios superiores pasando a denominarse en 
su mayoría facultades de Educación. No obstante, se mantiene el 
mismo estatus que anteriormente, estudios de primer ciclo o di- 
plomaturas (3 años) en contraste con las licenciaturas (5 años). 
En la década de los noventa, las directrices nacionales (MEC, 
1991) establecen las especialidades de Educación Infantil, Edu- 
cación Primaria, Educación Musical, Educación Física, Educa- 
ción Especial, Lengua extranjera y Audición y Lenguaje, con asig- 
naturas impuestas por el ministerio, obligatorias y comunes para 
toda España (troncales comunes, troncales de especialidad, prác- 
ticum), y asignaturas específicas de cada facultad (obligatorias 
de universidad, optativas y libre elección). 

En el caso del Título de Maestro con Especialidad en Educa- 
ción Infantil los estudiantes debían cursar siete asignaturas co- 
munes a todas las especialidades más otras siete troncales de es- 
pecialidad, en donde encontramos la asignatura Desarrollo del 
Pensamiento Matemático y su Didáctica, con 6 créditos y adscri- 
ta al área de conocimiento de Didáctica de la Matemática. Con 
relación al contenido de la asignatura, las directrices nacionales 
solo detallan que incluirá «contenidos, recursos metodológicos y 
materiales en el desarrollo del pensamiento matemático» (MEC, 
1991, p. 33006). Aunque, según Ruiz (1997), citado por Penalva 
(1998), había un predominio de temas relacionados con el len- 
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guaje matemático, el número y las operaciones aritméticas, así 
como contenidos de geometría y medida. Algunos ejemplos de 
actividades que debían de realizar los alumnos de la Universidad 
de Alicante según (Penalva, 1998) se presentan en la tabla 2: 


Tabla 2. Actividades desarrolladas en la asignatura Desarrollo del Pensa- 
miento Matemático y su Didáctica (Penalva, 1998, pp. 126-127). 


Tipo Actividad 


Desarrollo de En el conjunto de los bloques lógicos de Dienes, se conside- 

contenidos ra la relación «tener la misma forma y ser del mismo tamaño 
que». Comprueba que dicha relación es una relación binaria 
de equivalencia y describa la partición resultante. 


Lecturas críti- — Moreno, L. y Waldegg, G. (1992). Constructivismo y edu- 


cas y com- cación matemática. Educación Matemática, 4(2), 7-15. 
prensivas - Rico, L. (1995). Conocimiento numérico y formación del profe- 
sorado. 


Resolución de - Calcule la suma de los cien primeros números naturales no 
problemas nulos. ¿Qué vale la suma de los cien siguientes? 
- Antonio, Juan y Pedro van de excursión, Antonio lleva tres 
pizzas y Juan dos. Pedro que no lleva ninguna paga 900 
pesetas. ¿Cómo se reparten Antonio y Juan las 900 pesetas, 
si las cinco pizzas costaron todas lo mismo y ninguno de 
los tres sale perjudicado comiendo todos lo mismo? 
(XI Torneo de Matemáticas, Sociedad Canaria Isaac 
Newton, 1995). 


Propuesta di-. Actividad en grupo sobre el tema «El ordenador y la calcula- 

dáctica dora como instrumentos de aprendizaje de las Matemáticas». 
Los apartados a desarrollar son presentación, justificación de 
la propuesta, objetivos, contenidos, metodología, ventajas 
didácticas, dificultades de aprendizaje, actividades, recursos y 
materiales, y bibliografía. 


Además de la asignatura Desarrollo del Pensamiento Mate- 
mático y su Didáctica, en algunos casos existía una segunda de 
carácter obligatorio de universidad, como en la Universidad de 
Granada la asignatura Educación Matemática Infantil, o, en la 
Universidad de Alicante, de Aprendizaje de la Geometría. 
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4. El siglo XXI: periodo de La Ley 
Orgánica de Universidades 


La Ley Orgánica 6/2001 de Universidades, aprobada el 20 de di- 
ciembre de 2001, reformó la estructura y el funcionamiento de la 
educación universitaria por el Parlamento español. Durante este 
periodo, se inició un proceso de cambio para adaptar la formación 
de maestros al Espacio Europeo de Educación Superior. Esto supu- 
so modificaciones sustanciales, como que todas las titulaciones 
universitarias pasasen a ser grados de 4 años (por lo que se equipa- 
raron las antiguas diplomaturas y licenciaturas) o contemplar una 
perspectiva curricular basada en competencias que la sociedad re- 
clama a los profesionales. Además, en este nuevo plan desapare- 
cen las anteriores especialidades, simplificándolas a Grado de 
Educación Primaria (existiendo diversas menciones como Profun- 
dización en el currículo básico o Educación Física, las cuales de- 
penden de cada universidad) y Grado de Educación Infantil. 

A nivel nacional, las directrices establecen el número de crédi- 
tos del título universitario y su reparto entre los distintos módu- 
los: formación básica 100 ECTS? (Procesos educativos, aprendi- 
zaje y desarrollo de la personalidad, Dificultades de aprendizaje 
y trastornos del desarrollo, Sociedad, familia y escuela, Infancia, 
salud y alimentación, Organización del espacio escolar, materia- 
les y habilidades docentes, Observación sistemática y análisis de 
contextos, La escuela de Educación Infantil), formación didácti- 
co disciplinar 60 ECTS (Aprendizaje de las Ciencias de la Natura- 
leza, de las Ciencias Sociales y de la Matemática, Aprendizaje de 
Lenguas y Lectoescritura, Música, expresión plástica y corporal) y 
prácticum 50 ECTS (prácticas escolares, incluyendo el Trabajo 
Fin de Grado). Además, dentro de este nivel de concreción se es- 
tablecen por el Ministerio de Educación y Ciencia (MEC) las 
competencias que han de adquirir los futuros maestros, entre las 
que se encuentran tres competencias relativas a su formación 
matemática (MEC, 2007, p. 53537): 


3. Las siglas ECTS (European Credit Transfer and Accumulation System) reflejan el 
sistema de créditos a través del trabajo que deberán completar los alumnos para poder 
superar su plan de estudios. Esta estimación también contempla el tiempo de estudio 
personal, tutorías, desarrollo de prácticas, proyectos, etc., aspectos no contemplados en 
el anterior sistema de créditos en que solo se tenía en cuenta la carga lectiva docente. 
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Conocer los fundamentos científicos, matemáticos y tecnológicos 
del currículo de esta etapa, así como las teorías sobre la adquisición 
y desarrollo de los aprendizajes correspondientes. Conocer estrate- 
gias didácticas para desarrollar representaciones numéricas y nocio- 
nes espaciales, geométricas y de desarrollo lógico. Comprender las 
matemáticas como conocimiento sociocultural. 


A nivel institucional, las universidades concretan las directri- 
ces nacionales a través del diseño y la estructura del plan de estu- 
dios, así como los descriptores y créditos propios de cada mate- 
ria. En este sentido, las universidades tienen mayor libertad que 
en planes anteriores. Por ejemplo, en el caso de la formación 
matemática, a nivel nacional solo se delimita que se han de re- 
partir 60 ECTS entre los distintos módulos didáctico disciplina- 
res, y algunas competencias generales, por lo que cada universi- 
dad establece tanto el número de asignaturas como su diseño. 
Esto provoca que, aunque la titulación haya aumentado en nú- 
mero de años y créditos, la formación matemática se ha visto 
mermada con respecto a los planes anteriores. 


5. Conclusiones 


En España, la formación de los maestros encargados de la educa- 
ción de los niños menores de 6 años ha tenido un largo y lento 
crecimiento (Diego-Pérez y González, 2009). En diversas ocasio- 
nes a lo largo de la historia, no ha sido reconocida a nivel oficial 
como lo ha sido la formación de maestros de Educación Prima- 
ria. Este hecho sumado a ciertas concepciones erróneas como 
que cualquier persona medianamente culta puede impartir las 
matemáticas en Infantil o que los niños en estas edades no tie- 
nen capacidad para adquirir conocimiento matemático (Castro y 
Castro, 2016) ha provocado que la formación en áreas específi- 
cas, como la Didáctica de la Matemática, haya tenido escasa pre- 
sencia. 

En general, la formación matemática de los maestros de In- 
fantil ha estado influenciada por los movimientos de la época 
como el método de Fróbel en el siglo XIX o las teorías de Piaget 
en la segunda mitad del siglo xx. Actualmente, a diferencia de 
planes anteriores, como el plan del 71 o del 92, donde las direc- 
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trices nacionales delimitaban las asignaturas del área a impartir y 
sus créditos, las directrices son demasiado abiertas y cada univer- 
sidad tiene libertad para determinar el tipo de asignatura y los 
créditos correspondientes, por lo que la formación matemática 
de los maestros de Educación Infantil depende de la universidad 
en la que se haya obtenido el título universitario. 
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Modificación de una tarea de un libro 
de texto sobre longitud por futuros 
maestros de Educación Primaria 


Textbook Task Modification on Length 
by Prospective Primary Teachers 


JOSÉ A. FERNÁNDEZ-PLAZA Y ESPERANZA LÓPEZ CENTELLA 
Universidad de Granada 


Resumen 

En este capítulo estudiamos los modos en que futuros maestros de Educación 
Primaria transforman una tarea sobre longitud, procedente de un libro de tex- 
to, en una secuencia de tareas sobre dicho tópico. Para ello, analizamos las 
respuestas de 35 estudiantes del tercer curso del Grado en Educación Primaria 
de la Universidad de Granada a un cuestionario en soporte papel diseñado con 
este fin. Con base en un sistema de categorías inspirado en el Análisis de Ins- 
trucción del Análisis Didáctico y en estudios previos, caracterizamos las pro- 
puestas de tareas de los estudiantes en términos de las acciones que involu- 
cran, discutimos la correspondencia entre estas y las metas de tarea declaradas 
por ellos, y describimos las debilidades en el planteamiento de dichas tareas. 


Palabras clave: diseño de tareas, futuros maestros de Educación Primaria, lon- 
gitud, errores 


Abstract 

In this chapter we study the ways in which future Primary Education teachers 
transform a task on length, from a textbook, into a sequence of tasks on that 
topic. We analysed the responses of 35 students in the third year of the Degree 
in Primary Education at the University of Granada to a pencil and paper-based 
questionnaire designed for this purpose. Based on a category system inspired 
by the Instructional Analysis of Didactic Analysis and in previous studies, we 
characterize the students' task proposals in terms of the actions they involve, 
we discuss the correspondence between these task and the task goals declared 
by the students, and we describe the weaknesses in the design of these tasks. 
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Keywords: task design, prospective primary education teachers, length, mis- 
takes 


1. Introducción 


Entre las competencias profesionales del profesorado de mate- 
máticas de cualquier nivel educativo destaca, por su particular 
importancia, aquella para la selección, diseño y modificación de 
tareas. En ella intervienen las cinco componentes del Análisis 
Didáctico (Lupiáñez y Rico, 2008; Marín, 2013): el análisis con- 
ceptual, el análisis de contenido, el análisis cognitivo, el análisis 
de instrucción y el análisis de evaluación. En particular, la for- 
mación y el ejercicio del futuro profesorado de Educación Pri- 
maria en la modificación de tareas de libro de texto contribuye a 
su propio distanciamiento de la praxis de uso pasivo de dicho 
recurso como fuente exclusiva de tareas (Lee et al., 2019; Thomp- 
son, 2012). Esto favorece la percepción de sí mismo como profe- 
sional reflexivo y crítico (Flores, 2007; Jones y Pepin, 2016), con 
capacidad y autonomía para adaptar y diseñar propuestas educa- 
tivas según sus objetivos didácticos, convenientemente orienta- 
dos al desarrollo del sentido matemático (Ruiz-Hidalgo et al., 
2019). En este capítulo presentamos una investigación cualitati- 
va, de carácter descriptivo y exploratorio, sobre los modos en 
que futuros maestros de Educación Primaria transforman una 
tarea sobre longitud, procedente de un libro de texto (Alonso 
et al., 2015), en una secuencia de tareas sobre dicho tópico. Para 
ello establecemos los siguientes objetivos específicos de investi- 
gación: 


1. Identificar las acciones demandadas por los futuros maestros 
de Educación Primaria en sus propuestas de tareas a partir de 
la tarea presentada. 

2. Describir las deficiencias y errores cometidos en sus propuestas. 

3. Estudiar el grado de coherencia entre las acciones de las tareas 
propuestas y los objetivos declarados en ellas. 
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2. Antecedentes y marco teórico 


A continuación, presentamos los conceptos clave de nuestro es- 
tudio: análisis didáctico, tareas y modificación de tareas, deficiencias 
en el diseño de tareas y sentido de la medida. 


2.1. Análisis didáctico 


Siguiendo la definición de Rico (2016), entendemos por análisis 
didáctico de un contenido matemático escolar: 


[...] un método para escudriñar, estructurar e interpretar, dentro de 
un marco curricular, los contenidos didácticos de las matemáticas 
escolares, con el propósito de su planificación, su implementación 
en el aula y su evaluación. (p. 95) 


De los cinco análisis (conceptual, de contenido, cognitivo, de 
instrucción y evaluativo) que vertebran este método, es el análi- 
sis de instrucción el destinado a la planificación e implementa- 
ción de la enseñanza de las matemáticas a través de la selección y 
el diseño de tareas y secuencias didácticas, de la organización del 
trabajo en el aula y del uso de materiales y recursos. En particu- 
lar, centramos la atención en el diseño y modificación de tareas 
matemáticas escolares al resultar de crucial importancia en el de- 
sarrollo profesional del profesorado de matemáticas. 


2.2. Tarea y modificación de tareas 
De acuerdo con Moreno y Ramírez (2016): 


Una tarea escolar es una propuesta para el alumno, que solicita su 
actividad en relación con las matemáticas y que el profesor planifica 
como oferta intencional para el aprendizaje o como instrumento 
para evaluación del aprendizaje. (p. 244) 


Una tarea queda caracterizada por su formulación, objetivos 
didácticos o meta, contexto, materiales y recursos, agrupamien- 
tos, temporalidad, complejidad, etc. (Gómez y Romero, 2015). 

Bajo la consideración de diversas investigaciones sobre modi- 
ficación de tareas (Fernández-Plaza y Cañadas, 2019; Gómez y 
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Romero, 2015; Jones y Pepin, 2016; Lee et al., 2019; Thompson, 
2012), en este estudio concebimos la modificación de una tarea 
como la obtención de una nueva tarea a partir de la alteración y 
preservación de uno o más elementos de la primera. 


2.3. Deficiencias en el diseño de tareas 


En este trabajo entendemos por deficiencias de tarea aquellos 
errores (incorrecciones observables) en su diseño que ponen de 
relieve concepciones, aproximaciones didácticas o comunicati- 
vas equivocadas o inapropiadas. Según su naturaleza, distingui- 
mos: errores conceptuales, referidos al dominio del contenido ma- 
temático, a saber: nociones, procedimientos, relaciones y aplica- 
ciones; errores didácticos, referidos al diseño, planteamiento y 
formulación de la tarea, la suficiencia de la información propor- 
cionada en ella para abordar sus cuestiones, la idoneidad del or- 
den de sus enunciados, la correspondencia entre los objetivos y 
la meta de la tarea declarados y la adecuación de las representa- 
ciones utilizadas en su enunciado; y errores de expresión, aquellos 
relacionados con el lenguaje empleado en la comunicación de 
conceptos e ideas, su desambiguación y uso de vocabulario apro- 
piado. 


2.4. El sentido de la medida 


En el marco del sentido matemático, que expresa y concreta las 
formas de conocer, comprender y usar en contexto las matemáti- 
cas elementales de cada bloque curricular (Lupiáñez y Rico, 
2008), entendemos el sentido de la medida (Moreno et al., 2015) 
como los diversos procesos cognitivos implicados en la medi- 
ción de una magnitud. Este se caracteriza a través de sus compo- 
nentes: reconocimiento de cualidades comparables y medibles (com- 
paración y ordenación de objetos según sus cualidades medibles, 
establecimiento de equivalencias), comprensión del proceso de me- 
dir (selección de la unidad de medida, uso de unidades estánda- 
res y no estándares, utilización de instrumentos de medida) y 
desarrollo de estrategias de estimación y aproximación de medida. 
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3. Método 


Se trata de una investigación cualitativa, de carácter exploratorio 
y descriptivo (Erickson, 1986). A continuación, precisamos las 
características particulares del método. 


3.1. Participantes 


En este estudio han participado 35 estudiantes del tercer curso 
del Grado en Educación Primaria de la Universidad de Granada, 
seleccionados de manera intencional. Con anterioridad al desa- 
rrollo del estudio, los participantes habían recibido formación 
sobre el diseño de tareas matemáticas y la enseñanza y aprendi- 
zaje de magnitudes (Gómez y Romero, 2015; Moreno et al., 
2015) en el marco del plan de estudios de dicha titulación uni- 
versitaria. 


3.2. Diseño del cuestionario y recogida de datos 


Dentro de una investigación más amplia, se diseñó el cuestiona- 
rio de tres ítems mostrado en la figura 1. Este fue presentado en 
formato papel a los participantes bajo la instrucción de comple- 
tarlo de manera individual durante una sesión de 2,5 horas en el 
curso académico 2017-2018. 

De acuerdo con los objetivos de investigación del presente 
trabajo, analizamos las producciones escritas de los participantes 
en respuesta al ítem c del cuestionario, sobre la modificación de 
la tarea presentada (extraída de Alonso et al., 2015, p. 79). 


4. Análisis de datos 


Con el fin de garantizar la anonimidad del alumnado partici- 
pante en el estudio se han empleado las etiquetas Ei con i = 
1,...,35 para referir a sus producciones. De las 35 producciones 
de los participantes, se registró una completamente en blanco 
(EO9). El método de análisis de datos empleado es el análisis de 
contenido, considerando como unidades de análisis los térmi- 
nos clave e imágenes presentes en las producciones escritas de 
los participantes. 
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Las dimensiones que hemos analizado de las producciones 
son las acciones involucradas en las tareas, las deficiencias en la 
formulación de estas, y la coherencia entre las acciones y los ob- 
jetivos de aprendizaje declarados en las tareas. Este análisis se 
lleva a cabo con base en un sistema de categorías a priori de las 
acciones de tarea, inspiradas en las componentes del sentido de 
la medida (Moreno et al., 2015), y de un sistema de categorías 
establecidas a posteriori de las deficiencias y la coherencia. 


En un libro de texto para 6” de primaria se ha seleccionado la siguiente actividad: 


19 Un milímetro son 0,001 metros ¿Qu 
longitud, en metros, tiene cada lápiz? 


+ 
(Tarea extraida de Alonso, Bernal, Ferrero y Martín (2015, p. 79)) 
a) Resuelve la actividad. 


b) ¿Cuál de los siguientes enunciados describe mejor la meta de la actividad? Marca la opción y 
justifica tu respuesta. 


O Emplear la regla para medir longitudes de objetos. 

O Identificar la unidad de medida adecuada para expresar la longitud de un objeto. 

O Transformar unas unidades de longitud en otras mediante las equivalencias usuales. 
O Estimar la longitud de objetos. 


O Transformar unas unidades de longitud en otras mediante las equivalencias usuales, una vez 
identificada la unidad de medida adecuada. 


c) Modifica la actividad para diseñar una lección de 45 minutos en términos de meta, formulación, 
materiales y recursos, agrupamientos, interacciones, temporalización, función, situaciones, 
complejidad. 


Figura 1. Cuestionario presentado a los participantes. 


4.1. Acciones demandadas en las tareas 


Se han considerado únicamente aquellas acciones expresadas 
desde la perspectiva del docente y enunciadas de forma explícita 
por los participantes en sus producciones escritas (o derivadas 
directamente de sus explicaciones en los distintos elementos de 
la tarea). Algunas categorías son divididas en subcategorías no 
necesariamente excluyentes. A continuación, se describen y 
ejemplifican, a través de producciones particulares, las acciones 
identificadas bajo estos criterios. 
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Medir longitudes con referencia al objeto medido (objetos tangi- 
bles, ilustraciones de objetos o distancias) [codificado como Me- 
dir (Tipo de objeto)]. Ejemplo: «Medición de varios objetos 
de la clase (largo y ancho de un pupitre, mesa del profesor, 
del marco de la puerta, del aula, de la pista de fútbol sala)» 
(E17). 

Medir longitudes con referencia al instrumento de medida (estan- 
darizado o no) [Medir (Instrumento)]. Ejemplos: «Coge tu re- 
gla y mide dos objetos que tengas cerca. ¿Cuánto miden en 
metros?» (E01) / «Mide la longitud de la mesa teniendo como 
unidad de medida tu lápiz» (E02). 

Seleccionar instrumentos de medida de longitud (estandarizado o 
no) [Seleccionar instrumentos]. Ejemplo: «¿Qué utensilio uti- 
lizamos para medir un bolígrafo? ¿Qué utensilio utilizamos 
para medirnos?» (E07). 

Seleccionar unidades de longitud (estándares o no estándares) [Se- 
leccionar unidades de medida]. Ejemplo: «Indica, en cada 
caso, qué unidad de medida elegirías para medir los siguien- 
tes objetos: metro, centímetro, decímetro o milímetro. 1. Lá- 
piz, 2. Tu clase, 3. Tu sacapuntas, 4. Pata de la mesa» (E12). 
Convertir unidades de longitud (en contexto o descontextualizadas) 
[Convertir unidades de medida]. Ejemplo: «Transformar las 
unidades de longitud a las indicadas, sabiendo que 1 metro son 


1000 milímetros: 5m=... mm; 10dm=...m;30cm=... dm; 
48 mm =..cm;83cm=..m;21mm=..dm;65m=... cm» 
(E04). 


Estimar longitudes de objetos [Estimar]. Ejemplo: «Estima la 
longitud de los siguientes objetos de la clase: alto de la silla, 
largo de la pizarra, alto de la papelera» (E05). 

Comparar objetos reales o sus representaciones según sus medidas 
de longitud [Comparar]. Ejemplo: «María compró un lápiz a 
principio de curso que medía 13 mm y su amiga tenía otro 
lápiz que medía 0,009 m. ¿Qué lápiz mide más? Compara 
ahora tu lápiz y el de tu compañera y mídelos» (E11). 
Identificar unidades de medida en un texto escrito [Unidades de 
medida en textos]. Ejemplo: «En esta actividad vamos a leer 
una historia donde se emplean situaciones reales de las uni- 
dades de longitud. De esta manera se familiarizan con las 
unidades y van viendo qué elementos son los más adecuados 
para usar una unidad u otra. Juan anda 2 km hasta el colegio, en 
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su clase de matemáticas usa una regla de 30 cm para medir la lon- 

gitud de un lápiz. Al día siguiente usan un metro para medirse en- 

tre ellos. Juan al descubrir las unidades de longitud comienza a 

contar cuántos pasos hay hasta su casa. ¿Qué unidades de medida 

han aparecido en el texto?» (E07). 
e Diseñar/Proponer. Esta categoría se subdivide en: 

- Objetos/itinerarios de longitud comprendida en un inter- 
valo. Ejemplo: «Pon ejemplo de objetos que puedan tener 
dichas medidas: 163 mm, 0,7 m, 13 cm, 24,2 cm, 129 m, 
1,73 m, 33 cm» (E12). / «Ahora, diseña tu propio lápiz, 
que sea mayor que el lápiz 1 y menor que el lápiz 2» [Refi- 
riéndose a los dos lápices representados en la tarea origi- 
nal] (E25). 

- Situaciones relacionadas con unidades de medida de longi- 
tud. Ejemplo: «Haría un debate con explicación visual, grá- 
fica u oral de cada grupo explicando su ejercicio y cómo 
pueden ellos mostrarme que lo han entendido con ejem- 
plos que ellos se inventen usando la unidad de medida de 
forma correcta» (E13). 

- Instrumento de medida. Ejemplo: «Se le pedirá a cada uno 
de los alumnos que traigan a clase una cuerda fina de unos 
2 0 3 metros de longitud fácil de manejar. También si es 
posible una regla para medir lo más larga posible. Al prin- 
cipio de la actividad deberán convertir el cordón en una 
regla casera marcando a lo largo de este una recta numérica 
para así poderlo utilizar como objeto de medida» (E23). 

e Representar. Esta categoría se subdivide en: 

- Unidades de medida en escalera. Ejemplo: «Escribe la esca- 
lera de medidas y encuentra una relación que hay para pa- 
sar de una unidad a otra» (E19). 

- Valores de medidas en recta numérica. Ejemplo: «Tendrán 
que representar en la recta numérica algunas de las medi- 
das que antes les hemos mostrado, y algunas más. Poste- 
riormente tendrán que comparar las rectas numéricas y de- 
cidir cuál es la más adecuada para representar las longitu- 
des aportadas por el profesor» (E13). 

e Operar con medidas de longitud. Esta categoría se subdivide en: 

- Sumar. Ejemplo: «Un metro son 1000 mm. Teniendo en 
cuenta que el lápiz b mide 50 mm más que el a. ¿Cuántos 
metros mide el lápiz b?» (E28). 
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— Restar. Ejemplo: «Antonio medía en 2015 120 cm y en 
2018 128 cm. ¿Cuántos cm ha crecido Antonio?» (E11). 

- Expresar una medida de longitud en forma compleja. Ejem- 
plo: «Cuando el profesor dice una longitud los alumnos 
deben representarla, en la tabla y con las fichas de núme- 
ros. Ejemplo: 230 mm, 2 m - 3 cm - 0 mm» (E01). 

- Disminuir el error de medida. Ejemplo: «Con la informa- 
ción proporcionada en el libro, ¿cuántos lápices del estilo o 
medida 2 mide tu cuerpo? ¿En qué medida lo expresarías? 
¿Qué lápiz usaríamos para medir algo con mayor exacti- 
tud? Explica por qué» (E10). 


4.2. Deficiencias identificadas en el diseño de tareas 


Respecto al análisis de errores y deficiencias en el diseño de las 
tareas, se establecieron tres grandes categorías: 


e Errores conceptuales 

- Concepción errónea sobre la idoneidad de uso de unidades 
de medida. Ejemplo: «Pon ejemplos para utilizar la medida 
en mm. Debate con tus compañeros por qué es mejor me- 
dir en metros» (E16). Propuesta de solución por dicha par- 
ticipante: «Medida de la longitud de una hormiga. Es mejor 
medir en metros, porque es la medida del sistema interna- 
cional». 

- Confusión de conceptos como el de escala en el plano con el 
de equivalencia entre unidades de medida de longitud. Ejem- 
plo: «a) Imagina que este es el plano de tu ciudad y quieres 
saber la distancia que recorres cuando vas al colegio. 
¿Cómo lo harías? Un centímetro en el mapa son 10 metros 
en la realidad» (E34). 

- Uso de unidad de medida incorrecta para la magnitud indi- 
cada. Ejemplo: «¿Cuál es el perímetro y área de tu mesa? 
Expresa el resultado en metros» (E23). 

— Error en la conversión de unidades de medida de longi- 
tud. Ejemplo: «Un metro son 0,01 cm, mide a tu compañe- 
ro y apunta su longitud en metros. Compañero Daniel = 
1,37 m = 0,0137 cm» (E07). 

— Arbitrariedad en el establecimiento de equivalencias entre 
unidades de medida de longitud. Ejemplo: «Un milímetro 
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son 0,001 m, ¿qué longitud en metros tiene cada lápiz? (a) 
¿Y si son 0,003 metros? ¿Qué longitud sería?» (E21). 

No precisar la dimensión a la que refiere la medida de lon- 
gitud de un objeto. Ejemplo: «Se presentan delante de la 
clase diferentes cosas como un lápiz, una regla de 15 cm, 
la longitud de un libro, la longitud de una mesa, la longi- 
tud de una goma» (E20). 

No precisar la magnitud a la que refiere una medida. 
Ejemplo: «¿Qué utensilio utilizamos para medir un bolí- 
grafo? ¿Qué utensilio utilizamos para medirnos?» (E07) / 
«Compara que objetos es el mayor entre los siguientes» 
(E29). 

Ignorar el efecto de la disposición de los objetos en la me- 
dida de longitudes conjuntas. Ejemplo: «¿Qué objeto será 
más largo en decímetros, el lápiz y el bolígrafo juntos o la 
calculadora y el sacapuntas juntos?» (EO9). 


e Errores didácticos 


Cambios de unidades poco apropiados. Ejemplo: «Medir el 
perchero y lo deberán pasar a km» (E26). 
Información/instrucciones insuficientes. Ejemplo: «Con la 
ayuda del plano del centro, busca las figuras marcadas y 
mide con la ayuda de una cinta métrica el largo de cada fi- 
gura» [No se proporciona ningún plano ni información 
acerca de las figuras mencionadas] (E32). 

Orden inapropiado de enunciados. Ejemplo: «1. Usa una 
regla para medir: el libro de matemáticas; el lápiz; la agen- 
da. 2. Estima sin usar la regla y compruébalo posteriormen- 
te» (E14). 

Asignación de medidas poco realistas a objetos cotidianos. 
Ejemplo: «¿Qué longitud tiene cada objeto?» [Se muestra el 
dibujo de una calculadora con una cota de 8 dm de largo] 
(E04). 

Error en el orden (según orden de magnitud) de las unida- 
des de longitud del Sistema Internacional de Unidades en 
su «representación en escalera». Ejemplo: «Realiza en tu 
cuaderno la escala de unidades de medida. Solución: mm - 
dm - cm - m - dam - hm - km» (E33). 

Inadvertir la suficiencia de una única relación entre dos 
unidades de medida de longitud para establecer su equiva- 
lencia. Ejemplo: «Un milímetro son 0,001 metros y 10 mm 
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son 0,010 metros. ¿Qué longitud, en metros y centímetros, 
tiene cada lápiz?» (E22). 

- No usar la escala natural en la representación de un objeto 
siendo posible. Ejemplo: «Antonio tiene un lápiz que mide 
0,085 metros y Juan tiene un bolígrafo que mide 85 mm. 
¿Cuál de los dos objetos tiene mayor longitud?» [Se mues- 
tra un dibujo de ambos lápices, con una largura de unos 3 
cm cada uno, con las respectivas cotas de sus larguras, de 
0,085 m y 85 mm] (E31). 

- Incoherencia entre la meta y la acción declaradas en la ta- 
rea. Esta categoría será descrita en detalle en el estudio del 
grado de coherencia mostrado en la siguiente sección. 

e Errores de expresión 

- Comunicación imprecisa de idea. Ejemplo: «A la hora de 
medir el cuerpo, lo haríamos con la regla, pero usando la 
medida del lápiz» (E10). 

- Uso de término inapropiado. Ejemplo: «Calcularemos su 
longitud con una regla» (E30). 


4.3. Coherencia entre las acciones demandadas 
y los objetivos declarados en las tareas 


Se han empleado los siguientes descriptores (refiriendo a los ob- 
jetivos satisfechos por las acciones): coherencia plena (las accio- 
nes propuestas satisfacen todos los objetivos didácticos declara- 
dos y ninguno más); satisfacción de los objetivos declarados y objeti- 
vos no declarados (las acciones propuestas satisfacen todos los 
objetivos didácticos declarados y otros no declarados); satisfac- 
ción de solo algunos de los objetivos declarados (las acciones pro- 
puestas satisfacen algunos, pero no todos los objetivos didácti- 
cos declarados); satisfacción de objetivos no declarados y solo algunos 
de los objetivos declarados (las acciones propuestas satisfacen algu- 
nos, pero no todos los objetivos didácticos declarados y otros no 
declarados) y coherencia nula (las acciones propuestas no satisfa- 
cen ninguno de los objetivos didácticos declarados). Por razones 
de espacio, se han omitido ejemplos de cada una de estas catego- 
rías. 
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5. Resultados y discusión 


A continuación, presentamos los resultados del estudio organi- 
zados en tres secciones correspondientes a nuestros objetivos de 
investigación: la identificación de acciones demandadas en las 
tareas, la descripción de errores cometidos en su diseño y el estu- 
dio de la coherencia entre las acciones y los objetivos de tarea 
declarados en ellas. Las frecuencias absolutas y relativas sobre las 
acciones y deficiencias indicadas refieren al total de participantes 
(cada una es contada, en su caso y a lo sumo, una sola vez, con 
independencia del número de veces que sea evidenciada en la 
producción de un mismo participante). 


5.1. Acciones de tarea identificadas 


Como reflejan los datos de la tabla 1, de un total de 35 partici- 
pantes, la acción más demandada en las propuestas de modifica- 
ción de la tarea presentada y de diseño de una lección sobre lon- 
gitud es la conversión de unidades de longitud (26). La mayor 
parte de ellos (26) proporcionó un contexto para las conversio- 
nes y solo algunos (6) solicitaron cambios de unidades en medi- 
das de longitud descontextualizadas. En segundo lugar, destaca 
la medición, bien referida al tipo de objeto (22) o al instrumen- 
to de medida (20), tratándose en su mayoría de mediciones es- 
tandarizadas (19) y de longitudes de objetos cotidianos (18). 
No obstante, también hay quienes proponen modos no estanda- 
rizados de medir (6) y la medida de distancias en el exterior (4), 
así como de longitudes determinadas de ilustraciones (3). Fre- 
cuentemente, tanto la unidad de medida como el instrumento 
para llevarla a cabo son indicados por los participantes en sus 
enunciados de tareas. La selección de la unidad más adecuada es 
demandada únicamente por 11 participantes, reduciéndose a 3 
la cantidad de participantes que solicita reflexión sobre la selec- 
ción del instrumento de medida. La comparación de medidas 
también alcanza una considerable cuota de representatividad 
(12) en las producciones de los participantes. En todos los casos 
se trata de comparación numérica de medidas de objetos (6) o 
de representaciones pictóricas de estos (8), llamando la atención 
la ausencia de comparación de medidas de forma visual. Las 
operaciones de suma y resta de medidas (3 y 6, respectivamente) 
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suelen hacer aparición en forma de problemas aditivos de com- 
paración donde las cantidades involucradas son medidas de lon- 
gitud. Acciones de carácter más abierto como el diseño y pro- 
puesta de objetos o itinerarios de longitud comprendida en un 
intervalo resultan menos evidenciadas (7). 


Tabla 1. Acciones identificadas en las tareas diseñadas por los futuros 


maestros. 

Categoría Subcategoría Frecuencia y porcentaje 
(N = 35) 

Medir Nustraciones 3(8,6%) 22 (62,9%) 


(Tipo de objeto) 


Objetos cotidianos/Perso- 
nas 


18 (51,4%) 


Distancias 


4 (11,4%) 


Medir (Instrumen- 
to) 


Estandarizado 


19 (54,3%) 20 (57,1%) 


No estandarizado 6 (14,3%) 
Seleccionar instru- Estandarizados 2 (5,7%) 3 (8,6%) 
mentos , 
No estandarizados 2 (5,7%) 
Seleccionar uni- Estandarizada 10 (28,6%) 11 (31,4%) 
dad de medida . 
No Estandarizada 3 (8,6%) 
Convertir unida-  Contextualizadas 27 (77,2%) 26 (74,3) 
des de medida - 
No contextualizadas 6 (17,1%) 
Estimar Objetos cotidianos 6(17,1%)  6(17,1%) 
Comparar Objeto real 6(17,1%) 12 (34,3%) 
Representaciones pictóricas 8 (22,9%) 
Identificar Unidades de medida en tex- 1 (2,9%) 1 (2,9%) 


tos 
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Diseñar/Proponer Objetos/itinerarios de lon- 5 (14,3%) 7 (20%) 
gitud dada o comprendida 
en intervalo 


Situaciones relacionadas 1 (2,9%) 
con unidades de medida de 
longitud 
Instrumentos de medida 1 (2,9%) 
Representar Unidades de medida enes-  5(14,3%)  6(17,1%) 
calera 
Recta numérica 1 (2,9%) 
Operar Suma 3(86%)  10(28,6%) 
Resta 6 (17,1%) 
Error de medida 1 (2,9%) 
Descomponer 1 (2,9%) 


5.2. Deficiencias de tarea identificadas 


Como se aprecia en la tabla 2, las deficiencias más frecuentes en 
las tareas de los participantes son de tipo didáctico y conceptual, 
cometiendo más de la mitad de los participantes errores de cada 
uno de estos tipos. Entre los errores conceptuales, predomina la 
omisión de la dimensión de longitud del objeto al que refiere 
una medición o intención de medir, ligado en numerosas oca- 
siones a la omisión de la magnitud misma a la que refiere la ac- 
ción de medir. Con relación a los errores didácticos, destaca la 
consideración de unidades poco apropiadas en las conversiones 
de unidades referidas a longitudes contextualizadas, así como la 
insuficiencia de la información provista en la formulación de 
la tarea para dar respuesta a las cuestiones planteadas. Respecto a 
los errores lingúísticos, resalta la imprecisión en el lenguaje em- 
pleado en los enunciados de las tareas. 
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Tabla 2. Deficiencias identificadas en las tareas planteadas por los parti- 
cipantes. 


Categoría Subcategoría Frecuencia y 
porcentaje 
(N = 35) 


Conceptual No precisar la dimensión de medida de longitud 11 (31,4%) 
19 (54,3%) 


No precisar la magnitud de medida 10 (28,6%) 
Arbitrariedad en el establecimiento de equiva- 3 (8,6%) 
lencias 

Error en la conversión de unidades de medida 2 (5,7%) 
Concepción errónea sobre la idoneidad de uso 1 (2,9%) 


de unidades de medida 


Confusión de conceptos (escala y equivalencia de 1 (2,9%) 
unidades) 


Unidad de medida incorrecta para la magnitud 1 (2,9%) 
indicada 


Ignorar el efecto de la disposición de los objetos 1 (2,9%) 
en la medida de longitudes conjuntas 


Didáctico Conversiones entre unidades poco apropiadas 8 (22,9%) 
20 (57,1%) 


Información/Instrucciones insuficientes 5 (14,3%) 


Asignación de medidas poco realistas a objetos 4 (11,4%) 


cotidianos 

Inadvertir equivalencia entre igualdades de me- 2 (5,7%) 
dida 

Orden inapropiado de enunciados 1 (2,9%) 
No usar escala natural en una representación 1 (2,9%) 


siendo posible 


Incoherencia entre acción y objetivos de tarea 25 (71,4%) 
declarados 


Error en el orden de unidades de medida (escalera) 1 (2,9%) 


Lingúístico Error de expresión 5 (14,3%) 

13 (37,1% Era y 
( 2) Vocabulario impreciso 5 (14,3%) 
Término inapropiado 5 (14,3%) 
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5.3. Coherencia observada entre los 
objetivos y las acciones de tareas 


Los datos de la tabla 3 reflejan que casi tres cuartas partes de los 
participantes evidenciaron algún grado de incoherencia entre 
los objetivos declarados y las acciones demandadas, reduciéndo- 
se a un cuarto la parte de participantes que mostró una coheren- 
cia plena entre ellos. Dado que en sus producciones plantean, en 
primer lugar, los objetivos y, en segundo, los enunciados de sus 
tareas, este resultado apela a su capacidad para ajustar el diseño 
de la tarea a sus intenciones didácticas y reconocer la correspon- 
dencia entre las acciones demandadas y los objetivos sobre los 
que estas trabajan. 


Tabla 3. Coherencia entre acciones y objetivos específicos declarados 


Categoría Frecuencia y porcentaje (N = 35) 
Coherencia plena 9 (25,7%) 

Declarados y no declarados 11 (31,4%) 

Solo algunos declarados 5 (14,3%) 


Solo algunos declarados y no declarados 6 (17,1%) 


Coherencia nula 3 (8,6%) 


6. Conclusiones 


En este capítulo hemos analizado cualitativamente las tareas 
propuestas por futuros maestros con base en la modificación de 
una tarea sobre longitud procedente de un libro de texto, basan- 
do nuestro análisis en las acciones demandadas en las tareas, las 
deficiencias en su diseño y el grado de coherencia entre los obje- 
tivos declarados y las acciones. En relación con la primera de es- 
tas dimensiones, destacamos la diversidad de acciones didácticas 
implicadas en la formulación de las tareas. La frecuencia de cada 
una de ellas revela un énfasis por parte de los participantes en 
acciones de carácter procedimental («medir») o algorítmico 
(«convertir unidades»), predominando sobre aquellas de mayor 
carácter reflexivo y creativo («diseñar itinerarios de longitud 
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dada»). En segundo lugar, el examen de las deficiencias nos ha 
permitido describir errores conceptuales, didácticos y de expre- 
sión que ponen de relieve carencias en los contenidos matemáti- 
cos acerca de la medida y de la magnitud longitud, así como de 
su didáctica. Estos manifiestan la necesidad de una especial aten- 
ción al diseño de tareas en la formación de futuros docentes de 
Educación Primaria. Por último, con relación al grado de cohe- 
rencia entre los objetivos didácticos indicados por los participan- 
tes y las acciones demandadas en sus tareas, detectamos algún 
tipo de incoherencia en la mayoría de las propuestas. Cabe men- 
cionar, además, la dificultad evidenciada por algunos participan- 
tes para distinguir un objetivo de aprendizaje de un objetivo de 
enseñanza (DeLong et al., 2005), jugando esta distinción un pa- 
pel fundamental en la competencia profesional del profesorado. 
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Resumen 

La pandemia producida por el virus SARS-CoV-2 cambió la forma en la que 
profesores y estudiantes interactúan durante el desarrollo de sus actividades 
escolares. El modelo del análisis didáctico se concibió para una situación en la 
que las clases se implementan de manera presencial: la mayor parte del proce- 
so de aprendizaje y enseñanza tiene lugar en el aula de clase. ¿Qué implicacio- 
nes tiene la modalidad virtual en la implementación del modelo del análisis 
didáctico en el aula y qué aspectos del modelo se deben revisar? Con base en 
la experiencia de cuatro grupos de profesores que diseñaron e implementaron 
unidades didácticas en la modalidad virtual durante el confinamiento, en este 
capítulo, abordamos estas cuestiones y mostramos que el modelo del análisis 
didáctico se puede adaptar a la modalidad virtual de aprendizaje y enseñanza 
de las matemáticas. Este proceso de adaptación implica algunas oportunidades 
y dificultades. 


Palabras clave: análisis didáctico, formación de profesores, matemáticas, vir- 
tualidad 


Abstract 

The pandemic caused by the SARS-CoV-2 virus changed the way in which 
teachers and students interact during the development of their school activi- 
ties. The didactical analysis model was conceived for a situation in which 
classes are implemented face-to-face: most of the learning and teaching pro- 
cess takes place in the classroom. What implications does the virtual modality 
have on the implementation of the didactical analysis model in the classroom 
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and what aspects of the model should be revised? Based on the experience of 
four groups of teachers who designed and implemented didactical units in a 
virtual modality during confinement, in this chapter, we address these ques- 
tions and show that the didactical analysis model can be adapted to the virtual 
modality of learning and teaching mathematics. This adaptation process in- 
volves some opportunities and difficulties. 


Keywords: didactical analysis, mathematics, teacher training, virtuality 


1. Introducción 


En la Universidad de los Andes (Bogotá, Colombia), la Maestría 
en Educación Matemática (MAD) que ofrecemos sigue de cerca 
la versión del modelo del análisis didáctico que se concretó en 
Gómez (2018) y que hemos desarrollado en los últimos quince 
años. Esta versión del modelo del análisis didáctico aborda las 
prácticas de planificación, implementación y evaluación de uni- 
dades didácticas y presenta características distintivas en los aná- 
lisis de contenido (Cañadas et al., 2018), cognitivo (González y 
Gómez, 2018), de instrucción (Gómez et al., 2018), de actuación 
(Romero y Gómez, 2018) y de datos (Marín y Gómez, 2018). En 
los últimos once años, hemos formado 89 profesores en siete 
cohortes. La octava cohorte de la maestría (que identificaremos 
de aquí en adelante como MAD 8) inició en enero de 2020 y ter- 
minó en diciembre de 2021. A diferencia de las cohortes anterio- 
res, las circunstancias de confinamiento por covid-19 estableci- 
das por el Gobierno colombiano en 2020 implicaron que los 
grupos de profesores en formación diseñaran una unidad di- 
dáctica bajo esas circunstancias y la implementaran en abril de 
2021. Los estudiantes estaban confinados en sus casas. Los pro- 
fesores tuvieron que promover el aprendizaje de sus estudiantes 
a distancia o en la virtualidad. 

Los miembros del equipo académico de UED, el centro de 
investigación y formación en Educación Matemática de la Facul- 
tad de Educación de la Universidad de los Andes, constatamos, a 
finales de 2020, que las circunstancias de confinamiento podían 
generar dificultades para formadores, tutores y profesores en for- 
mación. Siempre habíamos desarrollado la maestría en circuns- 
tancias en las que los grupos de profesores en formación imple- 
mentaban su unidad didáctica en la modalidad presencial: pro- 
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fesores y estudiantes podían interactuar en el aula. De cara a la 
implementación de las unidades didácticas de esta cohorte, el 
equipo académico de UED decidió no introducir ningún cambio 
en el diseño del programa. Esa situación generó las siguientes 
preguntas: ¿pudieron estos grupos de profesores implementar 
sus unidades didácticas como esperaban?; ¿qué modificaciones 
introdujeron en las técnicas curriculares que surgen del modelo 
y que forman parte del diseño del plan de formación?; y, de la 
experiencia de estos grupos de profesores, ¿qué conclusiones po- 
demos sacar en relación con la concepción del modelo del análi- 
sis didáctico y el diseño del programa? 

En este capítulo, reseñamos las reflexiones que realizamos al- 
rededor de estas preguntas y mostramos cómo los cuatro grupos 
de profesores en formación de MAD 8 abordaron la implemen- 
tación de su unidad didáctica en circunstancias de confinamien- 
to. En primer lugar, presentamos algunas reflexiones sobre el 
modelo del análisis didáctico y el diseño de planes de formación 
basados en él. Buscamos distinguir aquellas cuestiones que son 
propias del modelo (conceptos curriculares) de las que forman 
parte del diseño del programa (prácticas y técnicas curriculares). 
Después describimos el estudio que realizamos con los grupos 
de MAD 8 con el propósito de indagar sobre las adaptaciones 
que ellos introdujeron al implementar su unidad didáctica. Fi- 
nalmente, discutimos sobre los resultados de ese estudio y pre- 
sentamos algunas conclusiones. 


2. Modelo del análisis didáctico 


En este apartado, abordamos tres cuestiones sobre el modelo del 
análisis didáctico: sus fundamentos, su estructura y la noción de 
concepto pedagógico. Los fundamentos tienen que ver con las fi- 
nalidades del modelo, su carácter curricular y las visiones de las 
matemáticas, su aprendizaje, su enseñanza y su evaluación. 

El modelo tiene una finalidad descriptiva. Pretende describir 
la actuación de un profesor ideal al planificar, implementar y 
evaluar unidades didácticas sobre temas concretos de las mate- 
máticas escolares. Esta descripción permite establecer las compe- 
tencias, conocimientos y habilidades que ese profesor ideal debe 
tener para lograr ese propósito (Gómez, 2006; Gómez, 2007). 
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Esta información se encuentra en la base del diseño de planes de 
formación de profesores de matemáticas como MAD (Gómez y 
González, 2013). Como base de programas de formación de 
profesores de matemáticas, el modelo del análisis didáctico tiene 
una finalidad práctica: pretende proporcionar conceptos y técni- 
cas curriculares que le permitan al profesor diseñar, implemen- 
tar y evaluar unidades didácticas que proporcionen las mejores 
oportunidades de aprendizaje a los estudiantes (Gómez, 2014). 
Su estructura se basa en las competencias de planificación, im- 
plementación y evaluación, y en las cuatro dimensiones del cu- 
rrículo: conceptual, cognitiva, formativa y social (Rico, 1997). 
Finalmente, el modelo surge de una visión constructivista del 
aprendizaje y la enseñanza de las matemáticas (Simon, 1995) y 
una visión funcional de las matemáticas (Rico y Lupiáñez, 2008, 
p. 95). Las matemáticas se consideran como una herramienta 
para abordar y resolver problemas en diferentes situaciones. 
Desde la perspectiva de la formación de los estudiantes, las ma- 
temáticas no son un fin en sí mismas. Consideramos que los es- 
tudiantes aprenden matemáticas cuando, al abordar tareas com- 
plejas que implican problemas contextualizados, ponen en jue- 
go los conocimientos y destrezas que tienen disponibles, 
interactúan y se comunican con otros estudiantes y con el profe- 
sor, negocian significados, llegan a acuerdos sobre la solución de 
la tarea, y comunican y justifican su solución (Gómez y Romero, 
2015, p. 62). En este contexto, vemos al profesor como el res- 
ponsable de diseñar, implementar y evaluar oportunidades para 
que los estudiantes puedan aprender. Consideramos la evalua- 
ción como un proceso continuo de intercambio de información 
que el profesor utiliza para mejorar esas oportunidades de apren- 
dizaje. 

Aunque el modelo inicial del análisis didáctico estaba centra- 
do en la competencia de planificación (Gómez, 2007; Rico et al., 
2008), el trabajo que se ha realizado en la Universidad de los 
Andes ha extendido el modelo a las tres competencias del pro- 
fesor (Gómez, 2018). Los diferentes análisis del modelo están 
compuestos por conceptos pedagógicos. 


Los conceptos pedagógicos son herramientas conceptuales y meto- 


dológicas que guían la forma en que los profesores de matemáticas 
ponen en práctica sus conocimientos. Con un concepto pedagógico 
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determinado, el profesor puede analizar un tema y producir infor- 
mación específica sobre él que puede utilizar para planificar sus cla- 
ses. (González y Gómez, 2014, p. 16) 


Por ejemplo, los conceptos pedagógicos que componen el 
análisis de contenido son estructura conceptual, sistemas de re- 
presentación y fenomenología. 


3. Diseño de planes de formación 
con base en el modelo 


En el apartado anterior describimos las cuestiones clave que sus- 
tentan el modelo del análisis didáctico. Esas reflexiones ponen 
de manifiesto que es necesario distinguir el modelo, en sí mis- 
mo, de la implementación del modelo en un plan de formación 
de profesores de matemáticas. En este apartado, abordamos esa 
segunda cuestión. 

El modelo describe la actuación de un profesor ideal y permi- 
te establecer las competencias, conocimientos y habilidades ne- 
cesarios para esa actuación. Con base en esa información, se di- 
seña un plan de formación. Como es natural, ese diseño atiende 
a las competencias y sigue las fases propuestas por los análisis 
que componen el modelo, pero no es el modelo. El plan de for- 
mación tiene un propósito: proporcionar a los profesores en for- 
mación conceptos y técnicas curriculares para que puedan ofre- 
cer mejores oportunidades de aprendizaje a sus estudiantes. 

En el caso de MAD, el programa está estructurado en ocho 
módulos (dos módulos por semestre): noción de currículo en 
matemáticas, análisis de contenido, análisis cognitivo, análisis 
de instrucción, análisis de actuación, análisis de datos, evalua- 
ción de la planificación e informe final. Cada módulo está com- 
puesto por cuatro actividades. Los módulos y las actividades tie- 
nen unos propósitos y abordan un contenido, con una metodo- 
logía y un esquema de evaluación. El contenido de los módulos 
y las actividades se refieren tanto a los conceptos implicados en 
los análisis del modelo (conceptos curriculares) como a los ins- 
trumentos y técnicas que hemos diseñado para que los profeso- 
res en formación puedan realizar los análisis que se proponen 
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(técnicas curriculares). De cierta manera, los conceptos y las téc- 
nicas curriculares que usamos en MAD se refieren a dos espacios 
diferentes: los conceptos forman parte del modelo y las técnicas 
forman parte del diseño del plan de formación. A continuación, 
describimos brevemente el programa. 

Al inicio del programa, los participantes se organizan en gru- 
pos de tres o cuatro personas. Cada grupo trabaja en un tema 
matemático concreto y realiza un ciclo de análisis didáctico so- 
bre su tema a lo largo de los ocho módulos del programa. Al fi- 
nal de los primeros cinco módulos, los grupos producen un di- 
seño de la unidad didáctica. Entre el quinto y sexto módulo, los 
grupos se centran en la implementación de la unidad didáctica. 
Entre el sexto y séptimo módulo, ellos se centran en la recolec- 
ción y análisis de la información con motivo de esta implemen- 
tación y, en el último módulo, en la producción del informe de 
la experiencia global. 

Cada grupo tiene asignado un tutor que lo acompaña a lo 
largo de todo el programa. Los grupos reciben también el apoyo 
permanente del responsable de la cohorte, quien está a cargo de 
su gestión. En lo que sigue, nos referiremos a los propósitos de los 
módulos y actividades, y a los conceptos y a las técnicas curricu- 
lares, con el objetivo de centrar la atención en aquello que puede 
cambiar cuando los profesores implementan sus unidades di- 
dácticas en la modalidad virtual. 

En la implementación que hemos hecho del modelo para el 
diseño de MAD, hemos establecido unos propósitos para los 
módulos y las actividades del programa. Por ejemplo, en el mó- 
dulo del análisis de contenido, el propósito es que los profesores 
en formación concreten el tema de las matemáticas de su pro- 
puesta y, en el análisis de instrucción, se busca que los profeso- 
res diseñen la secuencia de tareas de aprendizaje que contribuya 
al logro de los objetivos de aprendizaje que establecieron en el 
módulo de análisis cognitivo. Por otro lado, las actividades tam- 
bién tienen propósitos. La segunda actividad del análisis de ac- 
tuación busca que los grupos de profesores en formación esta- 
blezcan los criterios de logro para los objetivos de aprendizaje e 
integren en la planificación de la instrucción los aspectos corres- 
pondientes a la evaluación. 

Los conceptos curriculares forman parte del modelo del aná- 
lisis didáctico, mientras que las técnicas curriculares son pro- 
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pias del diseño del programa de formación. En el análisis de 
instrucción, la noción de tarea es un concepto pedagógico y los 
materiales y recursos son uno de sus conceptos curriculares. El 
programa sugiere una técnica curricular para la selección de 
materiales y recursos basada en su eficacia y eficiencia (Gómez 
et al., 2018, pp. 214-217). Encontramos que varios programas 
de formación, basados en el modelo del análisis didáctico, pue- 
den proponer técnicas curriculares diferentes. En cierta medida, 
esto sucede cuando comparamos, por ejemplo, el diseño de 
MAD, el diseño del curso de deconstrucción de problemas ma- 
temáticos (https://bit.Iy/UED_Deconstruccion) y el diseño de 
los cursos MOOC (https://bit.lIy/CursosMmOOC_UED) que UED 
ofrece a profesores de Primaria. 


4. Preguntas de investigación 


Las reflexiones anteriores tenían como propósito centrar nuestra 
atención en las cuestiones que queremos abordar en este capítu- 
lo. De cara al trabajo de MAD 8, el equipo académico de UED 
decidió no introducir ningún cambio en el modelo o en el dise- 
ño del programa. No obstante, sugerimos a los grupos de profe- 
sores en formación que diseñaran su unidad didáctica bajo el 
supuesto de que sería implementada en circunstancias de confi- 
namiento. Dado el diseño del programa, estos cambios y adap- 
taciones se refieren exclusivamente a las técnicas curriculares. De 
esta forma, nos formulamos las siguientes preguntas que abor- 
dan las implicaciones de la modalidad virtual en la implementa- 
ción del modelo del análisis didáctico en el aula y en los aspectos 
del modelo que se deben revisar: a) ¿cuáles fueron las princi- 
pales dificultades que ellos enfrentaron en este proceso?; b) ¿lo- 
graron los grupos de profesores en formación implementar su 
unidad didáctica de acuerdo con las finalidades, estructura, con- 
ceptos y propósitos propuestos por el modelo y el programa de 
formación?; c) silo lograron, ¿qué cambios y adaptaciones intro- 
dujeron a las técnicas curriculares?; d) con motivo de esta expe- 
riencia, ¿qué oportunidades y retos surgen al implementar uni- 
dades didácticas basadas en el modelo del análisis didáctico en 
la modalidad virtual?; y e) ¿cómo influyó la formación que ellos 
habían recibido en el programa en las decisiones que ellos toma- 
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ron para adaptar el diseño y la implementación de su unidad 
didáctica a las circunstancias del confinamiento? 


5. Método 


Para indagar sobre las preguntas de investigación, entrevistamos a 
los cuatro grupos de MAD 8. Los cuatro grupos aceptaron la invi- 
tación y todos los miembros de los grupos asistieron a las entrevis- 
tas. Entrevistamos cada grupo por separado y ellos aceptaron que 
la entrevista fuera grabada en audio. Realizamos una entrevista se- 
miestructurada que configuramos alrededor de ocho preguntas 
que se discutieron entre los autores para asegurarnos de su validez 
interna. Las preguntas fueron las siguientes: a) ¿cómo clasificaron 
a los estudiantes en términos de su posibilidad de interacción?; 
b) ¿qué dificultades tuvieron que abordar en el diseño y la imple- 
mentación de la unidad didáctica con motivo de las circunstancias 
del confinamiento?; c) ¿cómo abordaron esas dificultades?; d) ¿se 
hicieron cambios en la secuencia de tareas, elementos de las ta- 
reas, diarios u otros elementos de la unidad didáctica?; e) ¿qué se 
logró de lo que se esperaba?; f) ¿qué no se logró de lo que se espe- 
raba?; 2) ¿consideran que lo logrado en la virtualidad es diferente 
a lo que habrían logrado en una modalidad presencial?; y h) ¿qué 
aprendieron con motivo de esta implementación? 

Al menos tres investigadores asistieron a las entrevistas. Uno 
de ellos asumió el cargo de moderador y formuló las preguntas a 
medida que se avanzaba en la entrevista. Los otros investigado- 
res y el moderador realizaron preguntas más concretas de acuer- 
do con las respuestas de los grupos. Por ejemplo, en algunas oca- 
siones se indagó sobre la dinámica de clase o sobre el efecto de 
la formación que ellos habían recibido durante el programa en 
su actuación en la implementación. Al menos dos investigadores 
recogieron y organizaron separadamente la información propor- 
cionada por los profesores en un esquema de categorías y códi- 
gos que surgen de las técnicas curriculares que se proponen en el 
programa y de las mismas preguntas. Por ejemplo, para la cate- 
goría de prácticas curriculares, identificamos el código selección 
de materiales y recursos. 

Una vez terminadas todas las entrevistas, estos dos investiga- 
dores revisaron las grabaciones, compararon sus apuntes y llega- 
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ron a acuerdos sobre la información proporcionada por los gru- 
pos de profesores. En los casos de desacuerdo, los investigadores 
regresaron a las grabaciones para validar sus interpretaciones 
con base en la evidencia. Uno de los investigadores recogió estos 
acuerdos y reunió en un solo archivo la información que se ob- 
tuvo de los cuatro grupos. Este resumen estructurado fue revisa- 
do y discutido por todos los investigadores. Como resultado de 
los acuerdos a los que se llegó en esa discusión, identificamos las 
cuestiones clave que presentamos como resultados. 


6. Contexto 


La modalidad virtual dio lugar a una clasificación de los estu- 
diantes de acuerdo con sus posibilidades de interacción e impli- 
có que los profesores tuvieran que enfrentar dificultades que 
describimos a continuación. 


6.1. Clasificación de los estudiantes 


Según las posibilidades de comunicación con los estudiantes, 
los cuatro grupos de profesores los clasificaron en cuatro catego- 
rías: a) los que pudieron asistir permanentemente a las clases 
sincrónicas en plataformas; b) los que asistían de manera inter- 
mitente a las clases sincrónicas, pero tenían acceso a sistemas 
como WhatsApp; c) los que solo tenían acceso a sistemas como 
WhatsApp; y d) los que solo tenían acceso a documentos y lla- 
madas telefónicas como medio de interacción. Los profesores 
nos informaron, sobre todo, acerca de las clases sincrónicas y 
describieron con menos detalle los procesos con los estudiantes 
que no pudieron asistir a ellas. 


6.2. Dificultades 


El paso de la modalidad presencial a la modalidad virtual llevó a 
los profesores a enfrentarse a dificultades diversas. Estas dificul- 
tades forman parte del contexto en el que ellos diseñaron e im- 
plementaron su unidad didáctica, y resultaron relevantes para el 
desarrollo de las tareas de aprendizaje. Tres de los cuatro grupos 
tuvieron que enfrentarse a la novedad de la tecnología en la vir- 
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tualidad. Fue necesario que ellos aprendieran a usar las platafor- 
mas para sus clases sincrónicas y las demás tecnologías para pro- 
porcionar información e interactuar con sus estudiantes. Asimis- 
mo, manifestaron las dificultades que tuvieron para saber en qué 
medida y de qué forma sus estudiantes estaban aprendiendo. 
Por esa razón, percibieron que no pudieron ayudar, retroalimen- 
tar e interactuar con sus estudiantes como hubieran deseado. 

El confinamiento y el paso a la modalidad virtual tuvieron 
implicaciones en la organización temporal del trabajo de los 
profesores. Los profesores mencionaron el impacto del confina- 
miento en su carga laboral. Los horarios de trabajo se ampliaron 
y ellos tuvieron que atender a su estudiantes, jefes y padres de 
familia en los momentos en los que la interacción era posible. 
Algunas instituciones educativas incluyeron normas para flexibi- 
lizar la entrega de los trabajos por parte de los estudiantes que 
no se podían conectar. Esto dificultó la revisión de esos trabajos 
y la retroalimentación que los profesores les podían dar. Por otro 
lado, las nuevas circunstancias implicaron que la organización 
de la enseñanza tomara más tiempo: en las clases sincrónicas, el 
tiempo para organizar a los estudiantes fue mayor y, para los es- 
tudiantes a los que se les enviaba el material de trabajo impreso, 
se dedicó tiempo adicional para su organización y entrega. 


7. Resultados 


Los profesores entrevistados nos informaron sobre múltiples as- 
pectos de su experiencia. En este apartado, recogemos y organi- 
zamos esa información en dos aspectos: las prácticas de planifi- 
cación e implementación (diarios, agrupamientos, interacción, 
retroalimentación, ayudas, y materiales y recursos) y los retos y 
oportunidades que surgen de esta experiencia. 


7.1. Prácticas curriculares 


Los profesores diseñaron su planificación para las nuevas cir- 
cunstancias. Esa planificación incluyó todos los elementos pre- 
vistos en el modelo. Entre las prácticas curriculares que sufrieron 
modificaciones se encuentran el diario del estudiante y el diario 
del profesor. El diario del estudiante es un instrumento que le 
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permite al profesor recoger información sobre la percepción que 
los estudiantes tienen de las tareas propuestas y de su actuación 
al resolverlas. El diario del profesor es un instrumento con el que 
el profesor registra información sobre sus percepciones de lo su- 
cedido durante la sesión de clase. En condiciones «normales», 
con motivo del análisis de actuación, se espera que estos instru- 
mentos sean diligenciados como cierre de las sesiones. 

Tres de los cuatro grupos aprovecharon la modalidad virtual 
de las clases para realizar una implementación compartida de la 
unidad didáctica: los dos miembros del grupo que no eran el 
profesor a cargo de la clase asistieron a las sesiones. Ellos partici- 
paron como observadores y como apoyo para la interacción con 
los estudiantes cuando ellos se organizaban en salas de la plata- 
forma. En algunos casos, los roles que cada uno asumió depen- 
dieron de su conocimiento tecnológico. El profesor que conocía 
las herramientas explicaba su funcionamiento y apoyaba a los 
estudiantes en ese aspecto. 

A continuación, describimos cómo los grupos de profesores 
implementaron su unidad didáctica en las nuevas circunstancias. 
Dado que se esperaba que los grupos implementaran el diseño 
que habían preparado, la información que proporcionamos se 
refiere tanto a ese diseño como a su implementación. Centramos 
la atención en los diarios del estudiante y el profesor, y en los 
siguientes elementos de las tareas de aprendizaje: agrupamien- 
tos, interacción, retroalimentación, ayudas, y materiales y recur- 
sos. Estos fueron los aspectos del diseño del programa en los que 
los grupos de profesores introdujeron adaptaciones a las técnicas 
curriculares. 

A diferencia de lo que sucede en la modalidad presencial, los 
agrupamientos en la modalidad virtual requirieron que los gru- 
pos de profesores aprendieran a usar la funcionalidad de crea- 
ción de salas en la plataforma. Tres grupos de profesores imple- 
mentaron esta funcionalidad. En estos casos, los estudiantes se 
organizaron en parejas o grupos de tres estudiantes que debían 
resolver la tarea conjuntamente. Una vez los grupos de estudian- 
tes resolvían la tarea, el grupo de clase se reunía de nuevo en la 
plataforma para la presentación y la discusión posterior. 

Los grupos de profesores que realizaron la implementación 
compartida manifestaron varias dificultades relacionadas con la 
interacción con y entre los estudiantes. Estas dificultades fueron 
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generalizadas en todas sus clases, pero ellos las percibieron con 
más claridad en aquellas clases en las que implementaron su 
unidad didáctica. Todos pusieron de manifiesto una situación 
que no esperaban: los estudiantes no habían tenido la oportuni- 
dad de interactuar socialmente entre ellos durante el confina- 
miento. Al reunirse privadamente en pequeños grupos con el 
propósito de resolver las tareas, los estudiantes aprovecharon 
este espacio para conversar entre ellos sobre cuestiones no aca- 
démicas. Para lograrlo, los estudiantes intentaban resolver la ta- 
rea rápidamente y así tener tiempo para compartir socialmente. 
Por otro lado, los profesores y observadores percibieron dificul- 
tades para interactuar con los grupos de estudiantes en las salas. 
Les fue difícil establecer cómo estaban abordando la tarea y qué 
dificultades estaban teniendo. Varios profesores manifestaron 
que percibían a los estudiantes muy callados y tímidos en estas 
circunstancias. Algunos estudiantes preferían comunicarse direc- 
ta e individualmente con el profesor o el observador por medio 
del chat. 

Los grupos implementaron varias estrategias para proporcio- 
nar retroalimentación a sus estudiantes. Para los estudiantes que 
podían asistir a las clases sincrónicas, los profesores proporcio- 
naron retroalimentación a los grupos de estudiantes que estaban 
en las salas y al grupo de clase en la sala general. En ese caso, se 
basaron en la información que surgía de las salas de los grupos 
de estudiantes para, luego, abordarlas con todo el grupo de estu- 
diantes. 

Para los estudiantes que no podían asistir a las clases sincró- 
nicas, pero que tenían acceso a sistemas como WhatsApp, algu- 
nos grupos de profesores produjeron vídeos con explicaciones y 
retroalimentación. Otros grupos de profesores incluyeron tam- 
bién los vídeos de la grabación de la clase sincrónica. Finalmen- 
te, los profesores tuvieron que incluir la retroalimentación en los 
documentos que enviaron a los estudiantes que no tenían acceso 
a dispositivos e Internet. 

Todos los grupos de profesores manifestaron que la modali- 
dad virtual no les permitía identificar con precisión las dificulta- 
des de los estudiantes al resolver las tareas. Como ya lo mencio- 
namos, ellos implementaron las ayudas que consideraron rele- 
vantes tanto en los grupos de estudiantes dentro de las salas 
como en el grupo reunido en la sala general. No obstante, los 
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profesores percibieron que no podían proporcionar las ayudas 
individuales que hubiesen deseado implementar. Al tener que 
abordar dificultades individuales con la totalidad de los grupos 
de estudiantes, algunos profesores constataron que esas ayudas 
podían confundir a los estudiantes que no tenían la dificultad en 
cuestión y que podían inducir a algunos estudiantes a abordar la 
tarea con una estrategia específica, cuando la tarea promovía va- 
rias estrategias diferentes. Un grupo de profesores indicó que la 
implementación del tablero digital dentro de la plataforma fue 
una herramienta muy útil de cara a proporcionar las ayudas. Las 
grabaciones de las clases sincrónicas también fueron comparti- 
das a los estudiantes como ayudas. 

Uno de los elementos de una tarea son los materiales y recur- 
sos que los estudiantes pueden usar para resolverla. Los grupos 
de profesores seleccionaron materiales y recursos ejecutables 
para que los estudiantes los pudieran usar en la modalidad vir- 
tual. Ellos crearon presentaciones y vídeos, utilizaron simulacio- 
nes en línea, y reemplazaron algunos materiales manipulables 
con aplicaciones web. Openboard y SolidWorks fueron algunos 
programas utilizados por los grupos. También se generaron ví- 
deos tutoriales de su autoría (p. ej.: https://youtu.be/ 
uSJwWjFxTPw). Los profesores nos comunicaron que el uso de 
estos materiales y recursos contribuyó positivamente al desarro- 
llo de las tareas. 

Todos los grupos de profesores lograron implementar el dia- 
rio del estudiante. Para ello, desarrollaron diferentes técnicas 
para la recolección de la información. En el caso de las clases 
sincrónicas, algunos recogieron la información tan pronto los 
estudiantes terminaban las tareas. En otros casos, y con motivo 
de las dificultades con el tiempo, los profesores solicitaron a los 
estudiantes que diligenciaran y entregaran el diario al comienzo 
de la siguiente sesión. Para acelerar el proceso y facilitar el análi- 
sis de la información, un grupo implementó una versión en lí- 
nea del diario. En el caso de los estudiantes que no tenían conec- 
tividad, los diarios se recogieron junto con la solución de la tarea 
que los estudiantes hacían llegar a los profesores. 

La recolección de la información para el diario del profesor 
generó dificultades para todos los grupos. Los profesores mani- 
festaron que no previeron que, en la virtualidad, no les era posi- 
ble saber en qué medida los estudiantes estaban aprendiendo y 
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cómo lo estaban haciendo. Los tres grupos que realizaron la im- 
plementación compartida resolvieron parcialmente esta dificul- 
tad con un esquema en el que los profesores invitados fueron 
observadores del trabajo de los grupos estudiantes dentro de las 
salas de la plataforma. De esta forma, ellos lograron interactuar 
con estos grupos y establecer, en alguna medida, cómo estaban 
resolviendo las tareas. 


7.2. Oportunidades y retos 


Solicitamos a los grupos de profesores que hicieran un balance de 
su experiencia al implementar su unidad didáctica en las circuns- 
tancias de confinamiento. Tres grupos manifestaron que, dado 
que no tenían experiencia con la modalidad virtual, ellos formu- 
laron expectativas de aprendizaje que resultaron demasiado am- 
biciosas para esa modalidad. No obstante, un profesor informó 
que sus estudiantes avanzaron más en su aprendizaje con la uni- 
dad didáctica que implementaron que lo que estudiantes de cur- 
sos anteriores habían logrado con el esquema tradicional de 
aprendizaje y enseñanza que él había usado en la presencialidad. 

A lo largo de las cuatro entrevistas, hubo un comentario reite- 
rado por parte de los grupos de profesores. Este comentario se 
concretó en expresiones como: 


No sabemos a quién le estamos dictando clase. 

No sabemos si están prestando atención. 

No sabemos si están aprendiendo. 

No podemos ver qué están haciendo y cómo lo están haciendo. 


Esta incertidumbre sobre el proceso de aprendizaje de los es- 
tudiantes fue el aspecto que los profesores percibieron como 
más perjudicial de la modalidad virtual. Al no tener información 
sobre el proceso de resolución de la tarea y no poder percibir los 
gestos de sus estudiantes, los profesores no pudieron establecer 
con claridad sus dificultades y no pudieron ayudarlos a superar- 
las como lo previeron en el diseño de las tareas de aprendizaje 
(análisis de instrucción). Algunos profesores constataron que los 
estudiantes podían estar recibiendo ayuda (de sus padres, fami- 
liares o compañeros) y no podían saber, a partir de sus produc- 
ciones, si ellos habían aprendido. 
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La situación anterior generó cierto grado de frustración en al- 
gunos de los profesores. Sintieron que no pudieron implemen- 
tar su unidad didáctica como «la habían soñado», pero, sobre 
todo, se sintieron frustrados porque no pudieron ayudar a sus 
estudiantes como hubiesen deseado. En algunos casos, ellos per- 
cibieron que sus estudiantes tuvieron una actitud pasiva y poco 
participativa que no tenían en la presencialidad. También mani- 
festaron frustración en relación con los estudiantes que no te- 
nían ningún tipo de conectividad. Los profesores comentaron 
que esos estudiantes se sentían solos y discriminados, porque no 
tenían a quién preguntar y no tenían recursos para interactuar 
con su profesor y sus compañeros. 


8. Discusión 


Los cuatro grupos de profesores implementaron su unidad di- 
dáctica de acuerdo con el plan previsto en el programa. Ningún 
grupo decidió que, con motivo de las circunstancias, no imple- 
mentaría alguno de los elementos previstos. Este fue un reto im- 
portante para ellos y lograron abordarlo y superarlo con éxito. 
En ese proceso, ellos diseñaron y adaptaron las técnicas curricu- 
lares a las nuevas circunstancias: diseñaron nuevos esquemas 
para recoger la información de los diarios del estudiante y el 
profesor; utilizaron las funcionalidades de las plataformas vir- 
tuales para agrupar a los estudiantes; buscaron nuevos esquemas 
para interactuar con ellos; percibieron dificultades para observar 
el proceso de desarrollo de las tareas y en las dinámicas de co- 
municación para saber cómo los estudiantes estaban aprendien- 
do y cómo ellos podían ayudarlos; y seleccionaron los materia- 
les y recursos de sus tareas para que funcionaran en el entorno 
virtual. 

Durante las entrevistas, los profesores mencionaron el impac- 
to que la formación que habían recibido hasta ese momento en 
el programa tuvo a la hora de enfrentar la enseñanza en la moda- 
lidad virtual. En particular, recalcaron la importancia de realizar 
sistemática y detalladamente la planificación de sus clases. Ellos 
pudieron plasmar en el papel el paso a paso de lo que preveían 
para sus clases. En particular, destacaron la importancia de pre- 
ver las dificultades y errores de los estudiantes, y de diseñar las 
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retroalimentaciones y ayudas correspondientes. También afirma- 
ron que su formación les permitió diseñar e implementar nuevas 
estrategias para abordar los retos a los que se enfrentaban. 

Como constatamos en otro estudio (Castro et al., aceptado), 
las nuevas circunstancias acercaron a los profesores con sus di- 
rectivos, colegas, padres de familia y estudiantes. Se dio una si- 
tuación denominada «entre más lejos, más cerca». Finalmente, 
las nuevas circunstancias los llevaron a reflexionar sobre el 
aprendizaje y la enseñanza de maneras en las que no lo habían 
hecho con anterioridad. 

De las reflexiones anteriores, concluimos que el confinamien- 
to y la modalidad virtual en la que los profesores implementaron 
sus unidades didácticas tienen virtudes y generan dificultades. 
Entre las virtudes, constatamos que el confinamiento y la virtua- 
lidad permitieron que todos los profesores de un grupo partici- 
paran en la implementación de la unidad didáctica en el esque- 
ma que hemos denominado la implementación compartida. Otra 
virtud de las nuevas circunstancias fue el aprendizaje de las herra- 
mientas tecnológicas que los profesores tuvieron que realizar so- 
bre la marcha. Por ejemplo, los profesores aprendieron a grabar 
las sesiones de clase, a organizar a los estudiantes en pequeños 
grupos y a usar herramientas tecnológicas como materiales y re- 
cursos. Nosotros consideramos que el hecho de que los estudian- 
tes hayan recibido apoyo y ayuda de sus familiares y compañeros 
es una virtud de la modalidad virtual. En particular, esta situa- 
ción llevó a los padres a involucrarse de manera más concreta en 
el aprendizaje de sus hijos. Con todo, esto es algo que sorprendió 
a los profesores y que no abordaron en el diseño e implementa- 
ción de su unidad didáctica. Una profesora mencionó que «la 
tecnología no nos deshumanizó». Por el contrario, las circunstan- 
cias de confinamiento llevaron a los profesores a ser más cons- 
cientes de la dimensión afectiva de sus estudiantes, al reconocer 
explícitamente sus circunstancias y necesidades particulares. Ellos 
establecieron comunicaciones personalizadas más frecuentes con 
sus estudiantes en las que, con frecuencia, el tema de conversa- 
ción no eran las matemáticas. Los profesores estuvieron más dis- 
ponibles a escuchar y hablar que en la presencialidad. 

A pesar de sus virtudes, las nuevas circunstancias presentan 
una dificultad particular que todos los grupos mencionaron y 
para la cual no encontraron una solución adecuada. Ellos reite- 
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raron que, en la modalidad virtual, no les fue posible acceder a 
información que les permitiera constatar en qué medida y de 
qué manera sus estudiantes estaban aprendiendo. Al recibir las 
producciones terminadas de los estudiantes, percibir que algu- 
nos de ellos podían estar recibiendo ayuda de otras personas, no 
poder observar el proceso de resolución de las tareas y no poder 
percibir los gestos de sus estudiantes cuando estaban trabajando, 
los profesores recibieron información parcial y no necesaria- 
mente objetiva sobre las dificultades y los errores de sus estu- 
diantes. Esto les impidió implementar apropiadamente las ayu- 
das que tenían previstas y retroalimentar el trabajo de sus estu- 
diantes para ayudarlos a superar sus dificultades, de acuerdo con 
lo planificado en los análisis de instrucción y actuación. 

Consideramos que los profesores salen fortalecidos de esta 
experiencia. Muchos de ellos lograron aprendizajes tecnológicos 
que no habrían logrado en circunstancias normales y que les 
permitieron enriquecer las tareas de aprendizaje en términos de 
los recursos que se pueden incluir para favorecer el aprendizaje 
de los estudiantes. Ellos consideran que estas circunstancias los 
sacaron de la rutina diaria y lograron abordar sus problemas en 
la práctica con nuevas estrategias y herramientas. Ellos se volvie- 
ron más reflexivos sobre su práctica y su relación con sus estu- 
diantes, y lograron establecer nuevas formas de relacionarse con 
sus colegas. Hemos constatado resultados similares en un estu- 
dio de caso que realizamos con una profesora en la ruralidad 
(Castro et al., aceptado) y en un estudio sobre la planificación de 
los profesores durante el confinamiento (Centro Latinoamerica- 
no de Investigación en Complejidad, 2020). 


9. Conclusiones 


El confinamiento producto de la pandemia de la covid-19 obli- 
gó a la mayoría de los profesores a apoyarse en la tecnología 
para ofrecer a sus estudiantes mejores oportunidades para apren- 
der matemáticas. Esta situación logró algo que, en circunstancias 
normales, habría sido difícil: que los profesores aprendieran a 
usar la tecnología y reconocieran su papel en sus clases. El papel 
de la tecnología se expresó principalmente en dos aspectos: 
como medio para establecer la comunicación y la interacción 
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entre profesores y estudiantes, y como recurso didáctico. Todos 
los profesores que entrevistamos fueron exitosos al usar la tecno- 
logía para organizar sus sesiones virtuales de clase. La mayoría 
de ellos también lograron introducir recursos tecnológicos en 
sus tareas de aprendizaje, y lo hicieron de manera eficiente: no 
usaron la tecnología por usarla, sino que la usaron en la medida 
que vieron que tenía sentido para sus propósitos (Gómez et al., 
2018). Algunos mencionaron que, cuando se regrese a la «nueva 
normalidad», ellos piensan usar la tecnología con más frecuen- 
cia en sus clases. Desde la perspectiva de nuestro programa de 
formación, esta experiencia nos lleva a reflexionar sobre cómo, 
en el análisis de instrucción, debemos fortalecer las habilidades 
relacionadas con el uso de plataformas y otros medios de comu- 
nicación de los profesores en formación. 

Las condiciones de confinamiento y, en particular, las posibi- 
lidades de comunicación con las que contaron los estudiantes 
inciden de manera importante en algunas de las visiones en las 
que se sustenta el modelo del análisis didáctico y que funda- 
mentan el diseño del programa de formación. En particular, el 
modelo del análisis didáctico ve el aprendizaje de los estudian- 
tes como un proceso en el que ellos interactúan y se comunican 
con otros estudiantes y con el profesor, negocian significados, 
llegan a acuerdos sobre la solución de la tarea, y comunican y 
justifican su solución. La información que nos proporcionaron 
los profesores entrevistados puso de manifiesto que este tipo de 
interacción entre el profesor y los estudiantes, y entre los estu- 
diantes no se logró como se esperaba. En particular, ellos no pu- 
dieron implementar, como pretendían, todas las ayudas que di- 
señaron para los errores en los que ellos previeron que sus estu- 
diantes podían incurrir al abordar las tareas que conforman 
su unidad didáctica. Por otro lado, para la implementación de su 
unidad didáctica, el diseño del programa de formación requiere 
que los grupos de profesores perciban y establezcan los procedi- 
mientos que los estudiantes ponen en juego para resolver las ta- 
reas e identifiquen los errores y las dificultades que ellos mani- 
fiestan al hacerlo. Se espera que los profesores reaccionen sobre 
la marcha a estos errores y dificultades con retroalimentación y 
ayudas que permitan a los estudiantes superar esas dificultades. 
Sin embargo, los profesores no pudieron establecer con preci- 
sión lo que sus estudiantes estaban haciendo y las dificultades 
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que estaban enfrentando, y no encontraron las formas para re- 
troalimentar apropiadamente a los estudiantes con dificultades. 

En la actualidad, MAD se ofrece en modalidad virtual. Consi- 
deramos que su diseño promueve el aprendizaje interdepen- 
diente: el diseño de las actividades y los esquemas de interacción 
entre los grupos y su tutor, el formador y el responsable de la 
cohorte favorecen la interacción entre los miembros del grupo 
de profesores y la construcción conjunta de su conocimiento 
matemático y didáctico (Pinzón y Gómez, 2020). Estos esque- 
mas de interacción también permiten que los miembros del 
equipo académico puedan establecer las dificultades que los gru- 
pos enfrentan y proporcionar la retroalimentación necesaria 
para que ellos puedan superarlas. Pero que en MAD se hayan re- 
suelto estas cuestiones no significa que tengamos la solución a 
estos problemas para los profesores que, en sus propios contex- 
tos, quieren promover el aprendizaje de sus estudiantes. 

Este estudio nos genera preguntas con motivo de las nuevas 
circunstancias en las que la virtualidad y la tecnología juegan un 
nuevo papel: ¿debemos modificar nuestra visión del aprendizaje 
de los estudiantes?, ¿qué indicaciones y técnicas curriculares de- 
bemos introducir para que los profesores puedan diseñar tareas 
de aprendizaje que, en la virtualidad, promuevan el aprendizaje 
interdependiente entre sus estudiantes? y ¿cómo debemos modi- 
ficar las técnicas curriculares y el diseño de las tareas de aprendi- 
zaje para que los profesores puedan establecer el proceso de 
aprendizaje de sus estudiantes y apoyarlos a superar sus dificul- 
tades? Nosotros tenemos el reto de responder estas preguntas e 
implementar las soluciones en el futuro próximo. 
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Resumen 

Presentamos un estudio sobre la evolución de los métodos de resolución de 
triángulos oblicuángulos descritos en los libros de textos de trigonometría pu- 
blicados en España durante diferentes épocas. Se trata de una investigación 
descriptiva y exploratoria, que se enmarca en el enfoque de tipo histórico y que 
usa el método del análisis de contenido para el estudio de los datos. Entre los 
autores de los libros de texto analizados encontramos al Padre Zaragoza, To- 
más Vicente Tosca, Benito Bails, Vicente Tofiño, José Mariano Vallejo, Silvestre 
Lacroix o Juan Cortázar, entre otros. Los resultados han identificado los dos 
métodos incluidos en textos españoles para la resolución de los triángulos obli- 
cuángulos, estos métodos fueron utilizados en dos periodos diferenciados mar- 
cados por la publicación de las traducciones de los libros de texto de Silvestre 
Lacroix, que supusieron la introducción en España del teorema del coseno. 


Palabras clave: trigonometría, resolución de triángulos oblicuángulos, libros 
de texto, historia de la educación matemática, teorema del coseno 


Abstract 

We present a research on the evolution of methods for solving oblique trian- 
gles included in Trigonometry textbooks published in Spain during different 
periods. This is a descriptive and exploratory research, which is focused in the 
historical approach and uses the content analysis method to study the data. 
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Among the authors of the textbooks analysed are José Zaragoza, Tomás Vi- 
cente Tosca, Benito Bails, Vicente Tofiño, José Mariano Vallejo, Silvestre Lac- 
roix and Juan Cortázar. The results identified two resolution methods included 
in Spanish books for solving oblique triangles. These methods were used in two 
different periods separated by the publication of the translations of Silvestre 
Lacroix's textbooks, which meant the introduction of the law of cosines in 
Spain. 


Keywords: trigonometry, solution of oblique triangles, textbooks, history of 
mathematics education, law of cosines 


1. Introducción 


Las investigaciones en historia de las matemáticas y educación 
matemática se encargan de descubrir y comprender de qué for- 
ma los avances matemáticos en cada época han sido incorpora- 
dos a la enseñanza de la disciplina, y cómo el contexto que ro- 
dea a estos avances ha ejercido influencia en la forma de presen- 
tarlos a través del sistema educativo en vigor (Karp, 2014). 

En concreto, aquellas investigaciones que tienen a los libros 
de texto históricos como fuentes documentales, buscan entre 
otras cuestiones conocer el tratamiento dado a los contenidos, 
los principios y estrategias didácticas presentes en ellos, etc., ya 
que estos libros han sido hasta hace poco la vía principal de di- 
vulgación y la fuente de información más importante tanto para 
profesores como para alumnos (Gómez, 2011). Por ese motivo 
su análisis nos permite vislumbrar la evolución histórica de con- 
ceptos y contenidos matemáticos a lo largo de la historia y la in- 
fluencia que ha ejercido el contexto histórico, social y cultural 
(Maz-Machado y Rico, 2015). 

Entre las numerosas investigaciones que centran su atención 
en el análisis de libros de texto históricos se incluyen la realizada 
por Christianidisa y Megremi (2019), que demostraron la in- 
fluencia de la Arithmetica de Diofanto en diferentes textos hasta 
principios de la Edad Media. También d'Enfert y Búrigo (2019) 
indagan en los contenidos de matemáticas que se abordaban en 
las escuelas primarias normales de Francia en la década de 1830. 

Las investigaciones realizadas a nivel nacional se engloban 
principalmente en dos líneas: por un lado, la identificación de las 
bases del currículo actual y, por otro, el estudio del origen de los 
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problemas que surgen en el proceso de enseñanza y aprendizaje 
de las matemáticas. Así, podemos encontrar trabajos como el de 
Puig (1994) que analizó una parte del libro de Jordanus Nemo- 
rarius De Numeris Datis centrándose en su sistema matemático 
de signos; Picado et al. (2013) analizaron un libro de texto de 
matemáticas utilizado para la enseñanza de la aritmética y el sis- 
tema métrico decimal en Canarias en el siglo XIX; Sierra et al. 
(2002) estudiaron el desarrollo histórico del concepto de conti- 
nuidad en distintos manuales escolares españoles. También Gó- 
mez (2018) estudia los problemas verbales descriptivos a través 
del análisis didáctico en libros de texto y manuales escolares; 
Muñoz-Escolano y Oller-Marcén (2020) analizan los prólogos 
de las obras que incluyen álgebra escritas en español y publica- 
das durante el siglo XvI; o el trabajo de León-Mantero et al. 
(2021) en el que se analiza el Tratado de Álgebra elemental de 
Juan Cortázar, uno de los libros de texto que fueron elegidos 
para formar parte de las listas oficiales para la enseñanza secun- 
daria desde mediados del siglo XIX. 

La trigonometría aporta un importante conjunto de herra- 
mientas que permiten resolver problemas geométricos que sur- 
gen en numerosas situaciones reales. Su inclusión en el currículo 
de la Educación Secundaria Obligatoria y del Bachillerato res- 
ponde, por un lado, a su importancia en el estudio de las mate- 
máticas avanzadas y, por otro, a sus importantes aplicaciones en 
campos científicos y tecnológicos. Sin embargo, el estudio de la 
trigonometría, al igual que las demás ramas de las matemáticas, 
suele provocar dificultades entre los estudiantes de Secundaria y 
Bachillerato, debido a que requiere de altos niveles de abstrac- 
ción y pensamiento matemático avanzado (Dindar, 2015; Gur, 
2009). 

El objetivo del presente trabajo es analizar la evolución de los 
métodos de resolución de triángulos oblicuángulos y cómo se 
realizó su incorporación al sistema educativo a través de los li- 
bros de texto sobre trigonometría que han sido publicados en 
España. En primer lugar, centraremos nuestra atención en los 
primeros libros de texto que incluyeron estos métodos y en el 
enfoque geométrico que los impregnaba, para después ser testi- 
gos con el paso de los años del proceso de algebrización que 
produjo la introducción del teorema del coseno como principal 
herramienta de resolución. 
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Este trabajo pretende contribuir a la formación inicial o per- 
manente de los profesores de matemáticas, ya que, por un 
lado, investigaciones como esta hacen posible que las Matemá- 
ticas se reconozcan como una actividad humana, lo que permi- 
te ver las diferentes facetas de los conceptos y teorías matemáti- 
cas y sacar a la luz los obstáculos que surgen en el estudio de 
las Matemáticas (Furinghetti, 2012), entre ellos, los obstáculos 
a los que se suelen enfrentarse sus alumnos cuando se aborda 
en el aula la resolución de triángulos oblicuángulos. Por otro, 
tal y como indica Schubring (2006), conocer los problemas 
surgidos en el desarrollo y en la enseñanza de la materia que 
imparten y cómo algunos han sido ya resueltos, les capacita 
para enfrentarse a las dificultades que surgen en el ejercicio 
diario de su actividad. 


2. Contexto histórico 


Boyer (1968) señala que, a pesar de que los primeros acercamien- 
tos a la resolución de triángulos a través de resultados trigonomé- 
tricos se remontan a las civilizaciones antiguas de Egipto y Babi- 
lonia, fue en realidad el interés surgido en Grecia por resolver 
problemas de astronomía, geografía, Óptica y mecánica lo que 
fomentó su desarrollo, siendo el Almagesto de Ptolomeo la obra 
más importante en lo que respecta a la génesis de esta rama de 
las matemáticas. 

A su vez, en las proposiciones 12 y 13 del Libro II de Los Ele- 
mentos de Euclides ya podemos encontrar un principio emergente 
del teorema del coseno para los triángulos obtusángulos y acu- 
tángulos, respectivamente, que, como hacemos en la actualidad, 
eran demostrados mediante una doble aplicación del teorema 
de Pitágoras: 


Proposición 12 


En un triángulo obtusángulo, el cuadrado del lado opuesto al án- 
gulo obtuso es mayor que los cuadrados de los lados que forman 
el ángulo obtuso en dos veces el rectángulo contenido por uno de 
estos lados, aquel sobre el que cae la perpendicular trazada por 
otro de los vértices y la línea recta cortada en él por dicha perpen- 
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dicular hacia el exterior desde el ángulo obtuso. (Boyer, 1986, 
p. 155) 


Posteriormente, con claras influencias de los conocimientos 
alcanzados en Grecia, los estudios realizados por los astrónomos 
hindúes aportaron grandes avances, como, por ejemplo, la intro- 
ducción de la función seno de un ángulo. Los árabes recogieron 
los avances griegos e hindúes y adoptaron tanto la geometría del 
Almagesto como las tablas hindúes de senos; sin embargo, la ma- 
yoría de los resultados trigonométricos desarrollados por estos 
están construidos sobre la base de la función seno. Fueron estos 
últimos los que hicieron llegar esta trigonometría a Europa y sus 
avances durante la Edad Media nos dieron la formulación que 
conocemos ahora (Boyer, 1986). 

En el siglo xv el matemático Johann Múller, más conocido 
como Regiomontano o Joannis Regio Monte escribió De Trian- 
gulis Omnimodis un tratado que incluye los métodos para resol- 
ver triángulos con nociones derivadas del trabajo de Euclides, la 
demostración del teorema del seno (la ley de los senos) (figura 1) 
y problemas para determinar lados, ángulos y áreas de triángu- 
los bajo unas determinadas condiciones. También incluye resul- 
tados sobre trigonometría esférica. 


Tn omni triangulo rectilineo proportio lateris ad latus eft,tandj fi 
nus recti angulí alterum eorumre'picientis, ad fiínum reótum anguli 
relíquum latus refpicientis, 


Figura 1. Ley de los senos en De Triangulis Omnimodis (Regio Monte, 1533, p. 46). 


Pero fue realmente el francés Francois Viéte el que aportó un 
enfoque analítico generalizado a la trigonometría partiendo de 
la herencia recibida de sus predecesores. En su obra, Canon ma- 
thematicus seu ad triangula: cum appendicibus (1579) elaboró ta- 
blas para las seis funciones trigonométricas (aunque no usó los 
mismos nombres que usamos en la actualidad, excepto para la 
función seno). En esta obra también podemos encontrar el teo- 
rema del coseno (ley de los cosenos) con una formulación simi- 
lar a la que se suele usar en la actualidad (figura 2): 
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1. Dun ex Lateribus exquirmstur Anguli. 


B c cc D A B 


AD potcít AB € BD, minús BD in CB bis. . 


A Y ASA PS | 


Figura 2. Ley de los cosenos en Canon mathematicus seu ad triangula: cum 
appendicibus (Viéte, 1579, p. 14). 


Viéte introdujo también en un trabajo posterior titulado Va- 
riorum de Rebus Mathematicis (1593) una expresión equivalente al 
teorema de la tangente, y aunque probablemente fue el primero 
en usar este resultado en sus trabajos, no fue el primero en publi- 
carlo, ya que el profesor de matemáticas alemán, Thomae Finkii lo 
incluyó en su obra Geometriae Rotundi Libri XIV (1583) (figura 3). 


a. ut fomifls differentia terminorum ratiouh ad 
terminum minorem, fic tangens femifsts differen- 
sieperipheriarum dáte ad tangentem, perspheria 
minor, femij]e differentia aucle,minoreon tan- 
gente femisis disferentia peripheriarum, 


Figura 3. Teorema de la tangente en Geometriae Rotundi Libri XIV (Frinkii, 1583, 
p. 282). 


Tal y como señala Dorce (2017), la transferencia de conoci- 
mientos científicos entre España y el resto de Europa durante la se- 
gunda parte del siglo XVI estuvo limitada, debido a las políticas de 
Felipe IT. Esto provocó que el nivel de las matemáticas no fuera de- 
masiado elevado a pesar de que se promoviera la creación de insti- 
tuciones como la Academia Real de Matemáticas que trataron de 
formar a expertos matemáticos necesarios para servir a la corona. 

En ese contexto, los primeros libros impresos en castellano 
que incluyen contenidos geométricos son abordados de forma 
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breve, y centrando su atención en cálculos de perímetros y áreas 
de figuras planas. No es hasta 1572 que podemos encontrar el 
Tratado de Geometría Practica, y Speculativa de Pérez de Moya que 
sigue los contenidos del General trattato di numeri et mesure, pu- 
blicado por Tartaglia entre 1556 y 1560. En este se incluye una 
tabla para la función seno y trata sobre esta razón trigonométri- 
ca, aunque recomienda las lecturas de Ptolomeo y Copérnico 
para quien desee conocer su utilidad. 

A principios del siglo xvH dos instituciones educativas lidera- 
ban el desarrollo de las matemáticas en España, el Colegio Impe- 
rial de Madrid, más tarde Reales Estudios de San Isidro, y la Uni- 
versidad de Valencia. La primera, a cargo de la Compañía de Je- 
sús de Madrid apostó por profesores extranjeros para mejorar la 
situación de la ciencia española, estos escribieron obras de geo- 
metría, Óptica, fortificación y cosmografía. En la segunda destacó 
la figura del padre José Zaragozá y Vilanova, quien publicó nu- 
merosas obras con claras evidencias de interés por la didáctica de 
las matemáticas. Entre ellas destaca su Tratado de Trigonometria 
española: resolución de los triangulos planos y esféricos, fabrica y uso 
de los senos y los logaritmos publicado en 1672. 

Durante el siglo XVIII se crearon numerosos centros cuyo pro- 
pósito era el cultivo de las ciencias y las técnicas, apoyados por 
las políticas ilustradas de los reyes Felipe V y Fernando VI. Asi- 
mismo, las instituciones educativas religiosas se unieron a ese 
objetivo e incorporaron física, matemáticas y construcción a las 
enseñanzas en sus colegios (Garma, 1988). Con la expulsión de 
los jesuitas en 1767 aparecieron también instituciones civiles o 
militares en las que se enseñaban matemáticas, con lo que se 
necesitaron profesores laicos con conocimientos matemáticos, 
que sustituyeran a los religiosos. Se hizo necesario, pues, recopi- 
lar libros de texto extranjeros y escribir grandes tratados sobre 
geometría elemental y práctica, trigonometría rectilínea y esféri- 
ca o cartografía, destinados a instruir a militares, marinos e inge- 
nieros en estas instituciones (Gómez, 2011). 

Es a principios del siglo xIx cuando una serie de reformas 
educativas crean la etapa de la segunda enseñanza que permitió, 
por un lado, mejorar el nivel educativo de la nación, y preparar 
para los estudios universitarios, por otro. A través de esta, se lo- 
gra una mayor difusión de los saberes científicos, con la intro- 
ducción de asignaturas de contenido exclusivamente matemáti- 


11. La evolución de los métodos de resolución de triángulos oblicuángulos en los libros... | 219 


co, en las que se estudiaba aritmética, álgebra, geometría y trigo- 
nometría a través de reediciones de libros de texto de autores 
como Lacroix, Vallejo, Lista, Odriozola o Juan Cortázar, entre 
otros (Vea, 1995). 


3. Metodología 


Este trabajo presenta la evolución de los métodos de resolución 
de triángulos oblicuángulos en los libros de texto dedicados a la 
enseñanza de la trigonometría escritos en castellano y publica- 
dos en España. Se enmarca en el enfoque de investigación de 
tipo histórico y en el que usamos el análisis de contenido para 
examinar los datos. Esta técnica ha sido ampliamente utilizada 
en investigaciones anteriores (León-Mantero et al., 2021; Madrid 
et al., 2020). 

La búsqueda de los libros de texto se realizó en: el Fondo His- 
tórico de la Universidad de Córdoba y Sevilla, la Biblioteca Vir- 
tual Cervantes, la Biblioteca Virtual Andalucía, la Biblioteca Di- 
gital Hispánica de la Biblioteca Nacional de España, y en el repo- 
sitorio digital de Google Books. En total se localizaron más de 
treinta obras, algunas de las cuales tuvieron que ser descartadas, 
porque o bien no fueron publicadas, o no se conserva ningún 
ejemplar, o hasta el momento, no han sido localizadas y no he- 
mos podido acceder a ellas. 

El listado completo de los libros analizados incluye Trigono- 
metría española, resolucion de los triangulos planos, y esfericos del 
Padre Zaragoza (1672), Architectura civil recta y obliqua de Juan 
Caramuel (1678), Architecto perfecto en el arte Militar de Sebas- 
tián Fernández de Medrano (1700), Elementos Mathematicos del 
Padre Pedro de Ulloa (1706), Compendio Mathematico (tomo III) 
de Tomás Vicente Tosca (1727), Tratado de Trigonometría plana 
general de Juan Sánchez Reciente (1742), Elementos de Mathema- 
ticas (Tomo III) del Padre Wendlingen (1755), Prácticas de geo- 
metría y trigonometría de Pedro Giannini (1784), Tratado de la Tri- 
gonometria plana y esferica de Antonio Gabriel Fernández (1788), 
Principios de Matemática de la Real Academia de San Fernando (Se- 
gunda edición) de Benito Bails (1788), Compendio de la Geome- 
tría elemental y Trigonometría de Vicente Tofiño (1794), Compen- 
dio de matemáticas puras y mixtas para instruccion de juventud 
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(tomo I) de Francisco Verdejo González (1794), Curso de mate- 
maticas de Tadeo Lope y Aguilar (1795), Tratado elemental de Ma- 
temáticas (volumen III) de José Mariano Vallejo (1812), Curso de 
estudios elementales de la marina (tomo II) de Gabriel Ciscar 
(1816), Tratado elemental de Trigonometría rectilínea y esférica de 
Silvestre Lacroix (1820), Curso completo de matematicas puras de 
José de García Odriozola (1827) y Tratado de trigonometría rectilí- 
nea y esférica de Juan Cortázar (1848). 

Para su análisis, seguimos las recomendaciones incluidas en 
Maz (2009), es decir, se definieron como unidades de análisis 
los enunciados y posteriores resoluciones de todos los ejercicios 
y problemas sobre triángulos oblicuángulos presentes en los li- 
bros de texto, se leyeron, se categorizaron y se procedió a su aná- 
lisis cuyos resultados recogemos a continuación. 


4. Resultados 


Antes de describir los resultados hallados, advertimos que la gra- 
fía, acentuación y puntuación de los ejemplos incluidos a conti- 
nuación han sido respetadas de la fuente original. Asimismo, de- 
bido a que las fechas de publicación entre los textos varían en 
más de cien años, podemos encontrar términos, como, por 
ejemplo, triángulo, escritos en algunas ocasiones sin tilde y en 
otras con tilde. 

El análisis de los métodos de resolución de triángulos obli- 
cuángulos en los libros de texto consultados nos permitió dividir 
en dos periodos bien diferenciados cómo fue su incorporación a 
la enseñanza de la trigonometría a lo largo de los años. El punto 
de inflexión lo encontramos en la publicación en España de la 
versión traducida por Josef Rebollo y Morales del Tratado elemen- 
tal de Trigonometría rectilínea y esférica de Silvestre Lacroix en 
1807 y en la inclusión del teorema del coseno como resultado 
principal del método de resolución. Hablamos así de un primer 
periodo basado en una concepción geométrica de los resultados 
trigonométricos y un segundo periodo que en el que las relacio- 
nes trigonométricas trascienden a un plano algebraico y analíti- 
co tal y como procedemos en la actualidad. Veamos detenida- 
mente las características de los métodos en ambos periodos. 
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4.1. Periodo 1, hasta 1807: enfoque geométrico 


Todos los autores consultados dan definiciones similares de trigo- 
nometría rectilínea, plana o llana, como la «Ciencia que enseña á re- 
solver los triangulos rectilíneos» (Tofiño, 1794, p. 115). «Enseña, 
pues, [...] como se responde en todos los casos posibles esta pre- 
gunta: Dadas tres de las seis cosas que en un triángulo rectilineo se 
consideran (los tres ángulos y los tres lados), hallar el valor de las 
otras tres» (Bails, 1788, p. 321). Esta rama se divide en Rectangula 
y Obliquangula. «La Rectangula trata de los triangulos rectangulos 
rectilineos; y la Obliquangula de los triangulos obliquangulos» 
(Fernández, 1788, p. 21). En este trabajo centramos nuestra aten- 
ción en la resolución de triángulos oblicuángulos, a saber, «todo 
aquel que no tiene ningún ángulo recto» (Bails, 1788, p. 336). 


En qualquie? Triangulo la 1.? fonproporcionales- los lados 4 los 
Senos de los Anqulos , que las ión opaeflos, Lo 2.” la Summa de dos 
dados es ¿la diforentia di elos como la Tangente de la Ss: de los Ana 
gulos opueftos Alá Taugente dela SÁ delos ritfimos. Lo 3.* ek lado 
Maximo es ú el argregado delos otrosidos, como la Diferencia dé efes 
4/2 Diftrencia de los.Séqmentos que haze ed el lado Maximo la-Pera 

pendicular que cae Jolie él defde et angulo puto. > 


Figura 4. Proposición Universal (De Ulloa, 1755, p. 276). 


Con respecto a las proposiciones teóricas que sirven como base 
para la posterior resolución de los ejercicios propuestos, destaca 
que, a excepción del texto de Fernández de Medrano (1700), los 
libros de este periodo contienen los mismos resultados matemáti- 
cos con relación a los triángulos oblicuángulos. El Padre Pedro de 
Ulloa (1755) los resume en lo que llama Proposición Universal (fi- 
gura 4), ya que, al ser válido para cualquier tipo de triángulo recti- 
líneo, también es aplicable para triángulos rectángulos. El lado 
mayor del triángulo suele ser llamado lado Maximo, base o basa. 

En palabras de Tofiño (1794), esta proposición se desglosa en 
tres teoremas: 


Teorema I. En qualquier Triangulo rectilineo ABC, los lados AB, BC, 


son proporcionales con los Senos de los Angulos opuestos C y A. 
(Tofiño, 1794, p. 126) 
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Teorema II. En todo triangulo rectilineo ABC, la suma de dos lados 
AB, BC, á su diferencia, tiene la misma razón que la Tangente de la 
mitad de la suma de los angulos opuestos A y C, á la Tangente de la 
mitad de la diferencia de dichos angulos. (Tofino, 1794, p. 127) 


Teorema II. En qualquier triangulo ABC, la base ó lado mayor BC, 
á la suma de los lados BA, AC tiene la misma razón, que la diferen- 
cia de los mismos lados, á la diferencia de los segmentos BE, EC, 
que hace la perpendicular AE en la base BC. (Tofiño, 1794, p. 129) 


Estos tres teoremas permiten resolver los siguientes tipos de 
ejercicios (tabla1 ): 


Tabla 1. Tipos de ejercicios y teoremas para su resolución. 


Ejercicio 1. «resolver un triángulo, 1%. quando son conocidos Teorema l 
dos ángulos y un lado; 2. quando son conocidos dos lados y 
un ángulo opuesto al uno de ellos» (Bails, 1788, p. 336) 


Ejercicio 2. «Por los tres lados conocidos de un triángulo deter- Teorema IM 
minar los ángulos» (Bails, 1788, p. 339) 


Ejercicio 3. «resolucion de un triángulo quando se conocen dos Teorema I y 
de sus lados y el ángulo que forman» (Bails, 1788, p. 341) teorema II 


Así, Tofiño (1794) propone resolver el triángulo, «dados dos 
lados (AB de 300 pies, y AC de 400), y el ángulo comprehendido 
(A de 61 grados y 16 minutos)» (p. 135). La resolución dada por 
el autor es la siguiente: 


e Para hallar los ángulos B y C, aplicamos el teorema II. La 
suma de los lados AB y AC (700) es a la diferencia de los mis- 
mos (100), como la tangente de la semisuma de B y C, a la 
tangente del ángulo de la semidiferencia. Pero como la semi- 
suma de B y C es igual a la mitad de la diferencia entre 180 
grados y A, es decir, 59 grados y 22 minutos, entonces el án- 
gulo de la semidiferencia es 13 grados y 34 minutos. 


o tg(5922" = 
B+C_ 180 Aa 100 TA ) B=C 


> =13%34" 
3 2 100 a) 3 


2 
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e Sumando las cantidades de la semisuma de B y C, y la semidi- 
ferencia de B y C, obtenemos B, es decir, 72 grados y 56 mi- 
nutos. Si ahora restamos la semisuma de B y C a la semidife- 
rencia, obtenemos C, es decir, 45 grados y 48 minutos. 

B+C B-C B+C_ B-C 


+ =B=72%56' y ——=C=45%48' 
2 2 2 2 


e Aplicando el teorema 1, AB (300) es a BC como el seno de C 
es al seno de A; por tanto, BC es: 

300 _ sen 45%48' 

BC  sen61%16' 


> BC=366,94 pies 


Huelga decir que este método de resolución se basa íntegra- 
mente en las relaciones de semejanza que existen entre las razo- 
nes trigonométricas de los ángulos y los lados del triángulo. 

Entre las características que podemos encontrar en los libros 
publicados en este periodo, observamos que se definen y se hace 
uso exclusivo del seno, tangente y secante, a excepción del texto 
de Lope y Aguilar (1795) que ya habla de las seis razones trigo- 
nométricas. 

Los razonamientos usados en las demostraciones de los teo- 
remas necesarios para la aplicación del método de resolución se 
basan en la búsqueda de triángulos semejantes que permiten es- 
tablecer relaciones de proporcionalidad (figura 5). 


Figura 5. Representación que apoya a la demostración de los teoremas l, Il y 11 
(Tofiño, 1794). 


Con respecto a los ejercicios propuestos en los textos, los au- 
tores utilizan la misma estructura en su formulación; de hecho, 
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en ocasiones, aunque realizan pequeños cambios en el enuncia- 
do, replican de forma íntegra los datos dados en los ejercicios 
diseñados por sus predecesores. Por ejemplo, en Tofiño (1794) 
se incluye más de un siglo después el problema III que propuso 
Zaragoza (1672) en su Trigonometría española. En otros casos, se 
modifican los valores de los lados de tal forma que sean propor- 
cionales a los originales, obteniendo, por tanto, los mismos va- 
lores de los ángulos. Llama la atención que no se proponen pro- 
blemas sobre triángulos oblicuángulos para resolver, podemos 
encontrar exclusivamente ejercicios. 

Por otro lado, el Padre Wendlingen (1755) y Tofiño (1794) 
desglosan la resolución de ejercicios en dos secciones, por un 
lado, la resolución de triángulos acutángulos y, posteriormente, 
se estudian casos de triángulos obtusángulos. 

Por último, hemos de señalar que, tal y como comentamos 
anteriormente, Fernández de Medrano (1700), en su obra Archi- 
tecto perfecto en el arte Militar, resuelve los ejercicios que hemos 
denominado de segundo tipo mediante otro método al visto en el 
resto de los libros, a saber, calcula los ángulos del oblicuángulo 
trazando la altura sobre el lado mayor y usando las propiedades 
de Geometría elemental para hallar las dos proyecciones sobre la 
hipotenusa. De esa forma puede aplicar la definición del seno en 
los dos triángulos rectángulos en los que ha dividido al triángulo 
dado. 


4.2. Periodo 2, a partir de 1807: enfoque algebraico 


Como ya habíamos adelantado, el primer libro escrito en caste- 
llano y publicado en España en el que se introduce por primera 
la formulación del teorema del coseno tal y como lo conocemos 
hoy es en una edición traducida de 1807 del Tratado elemental de 
Trigonometría rectilínea y esférica escrita por el francés Silvestre La- 
croix (figura 6). 

Es importante indicar que Lacroix no abandona el teorema de 
la tangente; sin embargo, el método de resolución de triángulos 
oblicuángulos que elige para resolver triángulos oblicuángulos 
es el que nuestros actuales libros de texto exponen. 

Este método se va incorporando paulatinamente en los libros 
de texto del siglo XIX. No ocurre así en los primeros años tras la 
publicación; por ejemplo, los textos de Vallejo (1812) y Císcar 
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Antes de exponer los ejemplos de la resolucion de 
los triángulos rectilíneos haremos la observacion siguiente, 
La "ecuacion 
. 0 AE 
2 ab . 
nos dice que en todo triángulo rectilíneo el coseno de un 
ángulo es igual a la suma de los cuadrados de los lados 
que forman dicho ángulo, menos el cuadrado del lado 
opuesto, dividido todo por dos veces el rectángulo de los 
lados que forman el ángulo de que se trata; por lo mis» 
mo de e triángulo rectilíneo se podrán deducir las 
tres ecuaciones 


. p a 2 2 ep" 
cos. Á= Edic. IM cos. B= ld 
2 bc 2 46 
2 Po a Ñ 
cos. st 


2 ab. 


Figura 6. Teorema del coseno en el Tratado elemental de Trigonometría rectilínea 
y esférica de Lacroix (1807, p. 54). 


(1816) siguen abordando el método usando los tres teoremas de 
la proposición universal. Tendremos que esperar a 1827 para ver 
el primer texto de un español en el que aparece la formulación ac- 
tual del teorema del coseno y, por tanto, su aplicación en el méto- 
do de resolución de triángulos. Se trata del Curso completo de mate- 
máticas puras, de Odriozola (1827). Es importante matizar que, en 
la resolución de los triángulos, el autor usa implícitamente el teo- 
rema del coseno, ya que, a partir de este y de la relación que se da 
entre las razones seno y coseno, obtiene una ecuación equivalente. 

Caracteriza a este periodo que las demostraciones se realizan 
a través de las relaciones analíticas entre las diferentes razones 
trigonométricas. La definición y el uso de las seis razones se ge- 
neralizan. Así, comienzan también a enunciarse y demostrarse 
las fórmulas del ángulo doble o mitad o la más que conocida 
identidad: 


sen?x + costx= 1 


Al igual que Lacroix, en los libros de texto publicados durante 
el siglo xIx no se abandonan en ningún momento los teoremas 
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de la proposición universal, pero sí empiezan a aparecer diferen- 
tes alternativas para resolver los mismos triángulos usando el 
teorema del coseno, que, además, permiten reducir el número 
de pasos. 


5. Conclusiones 


La primera idea que nos gustaría esgrimir es que, tres siglos des- 
pués, los enunciados de los ejercicios que hemos encontrado en 
los libros de texto de los siglos XVII, XVIII y XIX son análogos a los 
que podemos encontrar hoy en día. Sin embargo, no nos sor- 
prende tanto si pensamos en la propia definición de trigonome- 
tría rectilínea y en su búsqueda por hallar tres de los elementos 
de un triángulo conocidos los otros tres. 

Por otro lado, a pesar de las similitudes en los enunciados, 
encontramos grandes diferencias en su resolución. No cabe duda 
de que la introducción del teorema del coseno en la enseñanza de 
la resolución de triángulos redujo significativamente el número 
de pasos dedicados a obtener la solución, pero a lo largo de todos 
estos años ha supuesto la algebrización de un método que tuvo 
su base en la semejanza de triángulos y la evidente desaparición 
del teorema de la tangente de los libros de textos actuales, a pe- 
sar de ser contenido oficial del currículo de la Educación Secun- 
daria Obligatoria y del Bachillerato en España. 

De nuevo surge la idea de la importancia de traer a España la 
ciencia europea durante los siglos XVIII y XIX y la gran labor de los 
autores que tradujeron, adaptaron al sistema educativo vigente y 
difundieron en sus clases y a través de sus libros de texto, los 
avances matemáticos que habían sido desarrollados en Europa. 

Por último, queremos señalar que, si bien hemos analizado la 
evolución de los métodos de resolución de triángulos en los li- 
bros de texto, eso no significa que ese conocimiento matemático 
fuese incorporado a la enseñanza de la materia de forma inme- 
diata. Del mismo modo que los autores españoles fueron incor- 
porando paulatinamente el teorema del coseno en sus obras, el 
uso de estos libros de texto en las instituciones en las que se es- 
tudiaba matemáticas también lo fue. 
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Resumen 

En este trabajo se analizan, primeramente, algunas consideraciones relevan- 
tes que surgen a partir de la definición de estimación y se describen tres des- 
trezas básicas y dos tipos de estrategias de estimación. Luego se presenta un 
estudio que contrasta los procedimientos seguidos por un grupo de futuros 
maestros al resolver tareas de estimación de medidas, con las estrategias que 
indican explícitamente y su relación con los procedimientos ejecutados. Los 
resultados informan que, para las magnitudes fundamentales, los estudiantes 
estiman usando estrategias de conocimiento de referentes o de interioriza- 
ción de unidades básicas, acompañadas siempre de estrategias de compara- 
ción, mientras que para la magnitud de área recurren a la magnitud auxiliar 
longitud y a referentes de longitud y a técnicas indirectas. Por último, se con- 
cluye que existen escasa relación entre las estrategias que explican y las que 
expresan. 


Palabras clave: estimación de medidas, estrategias, maestros en formación, 
tareas 


Abstract 

In this work, firstly, some relevant considerations that arise from the definition 
of estimation are analyzed and describe three basic skills and two types of es- 
timation strategies. Then, a study is presented that contrasts the procedures 
followed by a group of future teachers when solving measurement estimation 
tasks, with the strategies that they explicitly indicate and their relationship 
with the procedures performed. The results report that for the fundamental 
magnitudes, the students estimate using strategies of knowledge of referents 
or of internalization of basic units, always accompanied by comparison strate- 
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gies, while for the magnitude of area they resort to the auxiliary magnitude 
length and referents of length and indirect techniques. Finally, we conclude 
that there is little relationship between the strategies they explain and those 
they express. 


Keywords: measurement estimation, strategies, teachers in training, tasks 


1. Introducción 


La mayor parte de las personas realizamos estimaciones sobre 
medidas varias veces al día, casi sin ser conscientes de ello. El 
tiempo que nos va a tomar ir al trabajo, la cantidad que nece- 
sitamos de un determinado producto o el precio final que va 
a tener un producto que disfruta de un descuento son solo al- 
gunas situaciones cotidianas en las que realizar buenas esti- 
maciones resulta muy práctico en el mundo en el que vivi- 
mos. Esa capacidad de estimar es objeto de enseñanza en la 
matemática escolar, y el profesor Isidoro Segovia ha realizado 
notables contribuciones en este campo de la investigación en 
Didáctica de la Matemática. Los sujetos con los que hemos 
trabajado son futuros maestros que han tenido como forma- 
dor a Pablo Flores, todo un ejemplo de rigor, seriedad y cali- 
dad en su trabajo. Con mucho afecto y no menos modestia, le 
dedicamos este capítulo a estos dos valiosos compañeros y 
amigos. 
La estimación en matemáticas se puede definir como: 


[...] el juicio de valor del resultado de una operación numérica o de 
la medida de una cantidad, en función de circunstancias individua- 
les del que lo emite. (Segovia et al., 1989, p. 18) 


De esta definición se desprenden varias consideraciones rele- 
vantes. Por una parte, se trata de que una persona proponga el 
resultado de una operación aritmética o la cantidad de una de- 
terminada magnitud que presenta un objeto. Surgen, así, dos ac- 
tividades de estimación básicas, computacional y de medidas, 
que hoy en día en la literatura de investigación se amplían a cua- 
tro. Además de las anteriores, se habla de estimación de cantidad 
(numerosidad) y estimación de la recta numérica (Sunde et al., 
2021). Esta última se aplica, fundamentalmente, cuando un su- 
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jeto ubica determinados números en la recta numérica. En este 
trabajo nos centramos en la estimación en medida y, como seña- 
lan estos mismos autores, la estimación de medida es probable- 
mente la más extendida en otras disciplinas, como ciencias, in- 
geniería y tecnología. 

La segunda consideración relevante de la definición anterior 
es que se trata de un juicio de valor y que, por tanto, en el caso 
de la estimación en medida no se contempla el uso de herra- 
mientas específicas de medición. Así, en la mayor parte de las 
ocasiones esta particularidad se hace efectiva, porque este tipo 
de estimación se realiza en: 


[...] situaciones cotidianas en las que el cálculo o la medición preci- 
sos se definen contextualmente como imposibles o innecesarios. 
(Forrester y Pike, 1998, p. 334) 


En esta línea, Segovia et al. (1998) presentan tres tipos de me- 
didas en las que se da esa circunstancia: estimar valores que no 
se pueden conocer a priori, como indicadores socioeconómicos, 
valores que suelen variar con frecuencia, como la temperatura, o 
medidas que tienen determinadas limitaciones, como imperfec- 
ciones que imposibilitan una medida precisa. 

Finalmente, la definición inicial subraya el hecho de que ese 
juicio de valor se emite bajo el condicionamiento de circunstan- 
cias individuales. Como señala Sowder (1992), el individuo 
debe invocar varias formas de referentes mentales para propor- 
cionar una medida de la magnitud en cuestión. Segovia et al. 
(1998) sostienen que «las intuiciones y experiencias propias del 
sujeto que hace la estimación tienen una importancia destacada» 
(p. 18). Como veremos más adelante, las estrategias de estima- 
ción de medidas consideran de manera expresa esos referentes, 
intuiciones y experiencias. 

Segovia y sus colaboradores también destacan que la estima- 
ción de medidas es educable, en el sentido de que, con una pla- 
nificación docente cuidada, se puede lograr que los estudiantes 
desarrollen sus habilidades de estimación. De hecho, la estima- 
ción tiene presencia constante en el currículo de matemáticas de 
numerosos países, entre ellos España, en donde se incluye en 
uno de los objetivos de la Educación Primaria: 
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Desarrollar las competencias matemáticas básicas e iniciarse en la 
resolución de problemas que requieran la realización de operacio- 
nes elementales de cálculo, conocimientos geométricos y estimacio- 
nes, así como ser capaces de aplicarlos a las situaciones de su vida 
cotidiana. (Ministerio de Educación, Cultura y Deporte, 2014, p. 7) 


Este vínculo de la estimación de medidas con la resolución de 
problemas se ha refrendado en algunos estudios en los que, por 
ejemplo, se ha constatado que el desarrollo de habilidades de 
estimación tiene una implicación positiva en el rendimiento ma- 
temático escolar (Kramer et al., 2018). Para Sunde et al. (2021), 
el papel de la estimación en el aprendizaje escolar de las mate- 
máticas se justifica desde dos puntos de vista. El primero, desde 
una mirada psicológica, se refiere al papel de la estimación en el 
aprendizaje de varios temas matemáticos, junto con su potencial 
para identificar problemas de desarrollo cognitivo. El segundo, 
más pragmático, se refiere a la importancia que tiene la estima- 
ción en diferentes contextos del mundo real. 

La investigación también ha indagado el logro de las habi- 
lidades de estimación de escolares. Así, Desli y Giakoumi 
(2017) señalan que los estudiantes de Primaria no son espe- 
cialmente competentes estimando longitudes de objetos, aun- 
que suelen ser más precisos si emplean unidades convencio- 
nales. Joram et al. (2005) afirman que la razón por la que los 
escolares no desarrollan por completo esas habilidades de es- 
timación es que no se trabajan de manera adecuada en el aula, 
y eso se atribuye, por lo general, a la falta de confianza de los 
propios maestros. 

En este trabajo presentamos un estudio realizado con futuros 
maestros en el que deben resolver una serie de tareas de estima- 
ción de medidas y detallar las estrategias que aplican para obte- 
ner sus resultados. 


2. Estrategias de estimación de medidas 


Joram et al. (2005) sostienen que el desarrollo de estrategias es- 
pecíficas de estimación de medidas es clave para promover un 
desempeño consistente de los sujetos en este tipo de tareas. Se- 
govia et al. (1998) proponen una serie de estrategias que deben 
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ser objeto de trabajo en el aula, y que tienen una componente 
subjetiva relevante, ya que: 


[...] conllevan la elección de un término de comparación o unidad 
de referencia y el establecimiento de una relación sensata entre la 
cantidad a estimar y la unidad. (p. 153) 


Estas estrategias se dividen en unas destrezas básicas (interiori- 
zación, establecer referentes y técnicas indirectas) y dos tipos de es- 
trategias de estimación propiamente dichas: comparación y des- 
composición/recomposición. Las definimos a continuación. 


2.1. Interiorización 


Esta destreza se centra en la interiorización de las unidades de 
medida de magnitudes básicas. Si consideramos, por ejemplo, la 
longitud, se trataría de tener una referencia perceptiva de lo que 
es un centímetro, un decímetro, un metro, etc. Pero también es 
igualmente útil conocer objetos o partes del cuerpo cuyas longi- 
tudes sean las de esas unidades. Como Segovia et al. (1989) se- 
ñalan: 


Diremos que una unidad de longitud está interiorizada cuando un 
niño es capaz de reconocerla, construirla o señalar dimensiones y 
distancias cuya longitud sea aproximadamente la de cada una de 
estas unidades. (p. 153) 


2.2. Establecer referentes 


El establecimiento de referentes consiste en conocer algunas me- 
didas próximas a la actividad del individuo, tanto del propio 
cuerpo como de objetos cercanos a su actividad cotidiana. Esta- 
blecer una asociación entre las dimensiones de determinados 
objetos con unidades de medida de algunas magnitudes facilita 
la estimación. Para promover esta destreza en los escolares, es 
necesario brindarles un abanico amplio de referentes para dife- 
rentes magnitudes. 
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2.3. Técnicas indirectas 


También es útil para estimar medidas el conocimiento de fór- 
mulas y relaciones fundamentales. Estableciendo algunas longi- 
tudes con otras estrategias de estimación, después se pueden 
aplicar fórmulas de perímetros, áreas o volúmenes, o se pueden 
relacionar datos mediante el teorema de Thales, el de Pitágoras, 
O la desigualdad triangular, entre otros resultados. En esta des- 
treza también cobra protagonismo el cálculo mental para llevar 
a cabo muchos de esos cálculos y relaciones. 


2.4. Comparación 


La comparación resulta fundamental en la estimación de medi- 
das. Está basada en el uso de unidades estándar o de referencias 
propias un determinado sujeto (Segovia et al., 1989, p. 162). 
Esa comparación puede ser de tres tipos, según se concrete la 
relación entre la unidad de referencia y la cantidad que hay que 
estimar: cantidad a estimar igual que la unidad (aproximada- 
mente), cantidad como múltiplo de la unidad o cantidad como 
divisor de la unidad. En el primer caso, se realizan ajustes tras la 
estimación al alza o a la baja, mientras que en las otras dos si- 
tuaciones o bien la comparación permite estimar que la unidad 
cabe varias veces dentro de la cantidad, o bien cuántas partes de 
la unidad ocupa la cantidad. 


2.5. Descomposición y recomposición 


Esta estrategia cobra relevancia cuando es necesario estimar una 
cantidad que se puede dividir en varias partes o elementos. En 
ocasiones estas particiones son claramente visibles, como en un 
edificio, y otras porque alguna parte del objeto está oculta, pero 
se conoce una relación con lo visible (como un iceberg). Prime- 
ro es necesario hacer esa descomposición mentalmente, después 
se establecen comparaciones para las cantidades específicas y 
luego se hace una valoración final de las cantidades. 
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3. Metodología 


Abordamos un trabajo de enfoque cualitativo, con un alcance de 
naturaleza exploratoria y descriptiva (Cohen et al., 2011), ya que 
propone un acercamiento inicial al desempeño y al alineamien- 
to entre las habilidades de estimación conocidas por los futuros 
docentes, con las habilidades puestas en juego ante una situa- 
ción práctica. Además, no se pretende establecer inferencias, sino 
simplemente describir lo observado. 


3.1. Los sujetos y la formación recibida 


Los sujetos observados en el trabajo son estudiantes de primer 
curso del grado en Educación Primaria, de la Universidad de 
Granada durante el curso 2018-2019. La muestra se ha elegido 
por disponibilidad y con la condición de que los estudiantes 
fuesen presenciales. 

Como características habituales de estos estudiantes, no hay 
muchos repetidores, por lo que se trata de estudiantes que se 
acaban de incorporar a la Universidad. En general, estos estu- 
diantes están motivados, si bien en la mayoría de los casos su 
conocimiento de las matemáticas es deficiente; incluso, en algu- 
nos casos, la consideración hacia la materia es de haber sufrido 
rechazo hacia la misma, que se manifiesta en la baja autoconfian- 
za y la alta ansiedad que les provocan las matemáticas (Sánchez- 
Mendías et al., 2020). 

La formación académica que poseen los estudiantes es la de 
una persona que acaba de acceder al grado que ha cursado los 
estudios de Enseñanza Secundaria y ha superado las pruebas de 
acceso a la universidad. 

La formación matemática recibida durante el primer curso se 
desarrolla en la materia Bases Matemáticas para la Educación 
Primaria, con 9 créditos ECTS asignados, de carácter obligatorio 
y que se imparte en el primer semestre del título. En ella, los es- 
tudiantes se enfrentan a los contenidos de las matemáticas de la 
Educación Primaria desde una perspectiva de la profundización 
y ampliación de los significados de dichos contenidos. Más espe- 
cíficamente, esta materia se centra en el estudio, análisis y re- 
flexión de los conceptos y procedimientos matemáticos de los 
bloques de matemáticas de Educación Primaria, de sus formas 
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de representación y modelización (incluyendo materiales y re- 
cursos), de su fenomenología y de algunos aspectos históricos de 
los mismos, pero siempre desde la perspectiva del conocimiento 
y las competencias que debe desarrollar un profesor para el ejer- 
cicio de su labor docente. 

El modelo de formación que reciben refleja un enfoque fun- 
cional de las matemáticas escolares, que considera que los con- 
ceptos y los procedimientos tienen un para qué cercano y se pue- 
den usar para algo tangible, como se postula en el actual currícu- 
lo, en el que el conocimiento matemático ha de plantear y 
responder a cuestiones reales, y resolver problemas en diferentes 
contextos, es decir, desarrollar competencias que permitan dotar 
de sentido a los contenidos matemáticos (Rico y Díez, 2011). 

En líneas generales, la materia se desarrolla en dos partes dife- 
renciadas: las sesiones de gran grupo (dos semanales de 1,5 ho- 
ras); y las sesiones de pequeños grupos o seminarios prácticos 
(de una hora semanal). Los contenidos teóricos y prácticos se 
describen en la tabla 1. 


Tabla 1. Contenidos teóricos y prácticos de Bases Matemáticas para la 
Educación Primaria. 


Contenido teórico Contenido práctico 
El número natural. Sistemas de numeración Aritmética 
Aritmética 


Números racionales 


Figuras geométricas Geometría 


Transformaciones geométricas planas. Orienta- 
ción espacial 


Magnitudes y su medida Magnitudes y medida 


Introducción a la estadística y a la probabilidad Estadística y probabilidad 


Este trabajo se centra en el tema dedicado a las magnitudes y 
su medida, en el que el contenido detallado es: 


e Teórico: magnitudes y su medida. Idea de magnitud. Canti- 


dad. Tipos de magnitudes. Las magnitudes longitud, superfi- 
cie, volumen, amplitud, capacidad, tiempo y dinero. Medida 
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directa de magnitudes; sistemas de unidades de medida; evo- 
lución histórica Medida indirecta de magnitudes: proporcio- 
nalidad aritmética y geométrica. Estimación y aproximación 
en la medida. 

e Práctico: magnitudes y medida. Medidas directas e indirectas; 
instrumentos de medida; sistema métrico decimal. 


3.2. Fuentes de información 


Recogemos la información de las producciones de los grupos 
de estudiantes al realizar la práctica relativa a magnitudes y su 
medida. A los estudiantes se les facilita una descripción detalla- 
da de las capacidades y destrezas básicas de las que conviene 
disponer para realizar estimaciones razonables en medida, que 
hemos detallado al inicio, y se les pide que realicen estimacio- 
nes de diversas cantidades de magnitud, además de pedir que 
indiquen qué destrezas emplean cuando las abordan. Así, por 
ejemplo, algunas de las cantidades de magnitud que se les pide 
estimar son la masa de una lenteja o el grosor de un folio de 
papel. 

Durante la sesión trabajan en pequeños grupos y, con ayuda 
del docente, completan la práctica. Posteriormente, ya de mane- 
ra grupal, pero sin supervisión del docente, deben elaborar un 
informe o un trabajo similar que entregan pasados unos días. 

Así, la fuente de información que utilizamos en este estudio 
es el trabajo grupal entregado por los estudiantes correspondien- 
te a la práctica de Magnitudes y su medida como respuesta a la 
pregunta que aparece en la figura 1. 

Analizamos en este trabajo las producciones de 16 grupos de 
la misma clase, que asistían a tres seminarios. Codificamos como 
G11 a Gl5 alos grupos que asistían al primer seminario, G21 a 
G26 a los que asistían a los del segundo y G31 a G35 a los del 
tercero. No existen diferencias entre los estudiantes que pertene- 
cen a cada seminario. 


3.3. Análisis de las respuestas 
Analizamos de manera cualitativa, para cada uno de los procedi- 


mientos de estimación proporcionados por los grupos tanto las 
estrategias de estimación que expresan en sus explicaciones 
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como la relación existente entre sus explicaciones y las estrate- 
glas de estimación que mencionan explícitamente. 


Describe los procedimientos de medida y de estimación más adecuados en 
cada caso, seleccionados entre los que han empleado los miembros del 
equipo para obtener las medidas de los objetos realizadas en la fase de tra- 
bajo individual: área de la figura inferior, capacidad de la papelera, volu- 
men del aula, peso de una silla, peso de una canica y grosor de un folio. 


Figura 1. Pregunta planteada en el cuadernillo de trabajo grupal. 


4. Resultados 


Como resultados comunes para todas las preguntas, destacamos 
que ninguna de las respuestas proporciona la estimación de la 
cantidad de magnitud, sino que son de carácter descriptivo y es- 
tán redactadas verbalmente. En ellas, los grupos describen es- 
quemáticamente el proceso seguido y, en pocos casos, indican 
las estrategias de estimación que han usado. 

Atendiendo a los procedimientos descritos, las respuestas se 
pueden agrupar según las estrategias de estimación usadas, aun- 
que estas no estén mencionadas explícitamente. Organizamos 
las aportaciones de los grupos, para cada pregunta, atendiendo a 
las estrategias de estimación. Para ello, debido a la poca preci- 
sión de las respuestas, para cada pregunta describimos: 1) los 
procedimientos seguidos por los grupos, y 2) las estrategias que 
indican explícitamente y su relación con los procedimientos eje- 
cutados. 
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4.1. Estimación del grosor de un folio: 
procedimiento seguido 


En esta tarea se solicita que se estime el grosor de un folio A4 de 
papel. La magnitud involucrada, la longitud, es fundamental, 
por lo que no se espera que los estudiantes utilicen magnitudes 
auxiliares ni técnicas indirectas como cálculos. 

El conjunto más numeroso de respuestas está formado por 
aquellos grupos (8 de 16) que utilizan la interiorización de uni- 
dades básicas, generalmente 1 mm, aunque uno de los grupos 
indica que es 1 cm y otro de los grupos no expresa la unidad. 
Todos los grupos, salvo uno, complementan la interiorización 
con la técnica de comparación. Es el grupo G25 el que, en lugar 
de hacer una comparación de su referente (1 mm) con el grosor 
del folio, hace un proceso de composición de cantidades de 
magnitud al apilar folios hasta que consideran que han llegado a 
1 mm. Esto les exige en una última fase dividir 1 mm entre la 
cantidad de folios apilados. 

Un segundo conjunto de respuestas incluye a los grupos (3 de 
16) que utilizan el conocimiento de referentes. Para dos de estos 
grupos, el referente es el grosor de una pila de folios (una libreta 
o un paquete de folios), pero sorprende el grupo que indica que 
su referente es el grosor de un pañuelo de papel. 

En el tercer conjunto (2 grupos de 16) no estiman, sino que 
miden. Realizan medidas directas de paquetes de folios y los di- 
viden entre el número de folios que contiene el paquete. 

Por último, dos de las respuestas no contienen información 
de la que se pueda extraer información, bien porque está en 
blanco, bien porque lo haría al azar. 

Respuesta de G24: 


A pesar de ya saber el grosor de un folio si hubiéramos tenido que 


hacerlo con estimación seguramente hubiera sido con ojo y algo de 
azar. 


4.2. Identificación de estrategias de estimación 
al estimar el grosor de un folio 


En general, la precisión en la identificación de la estrategia reali- 
zada es baja. Solo 5 de los 16 grupos son capaces de expresar 
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adecuadamente la estrategia usada (ya sea interiorización de 
unidades básicas de medida o conocimiento de referentes). El 
resto de los grupos: 


e Confunden las estrategias, especialmente el conocimiento de 
referentes se usa cuando se debería identificar interiorización 
de unidades básicas. Por ejemplo, G25 dicen: 


Para estimar el grosor del folio utilizamos la referencia del grosor que 
tienen las hojas de una libreta y comparándolas intuimos el grosor. 


Así, mencionan la referencia del paquete de folios, cuando lo 
que realmente están usando es la interiorización de 1 mm. 


e Usan el término estimar o aproximar como comodín para ex- 
presar comparaciones o cualquier otra estrategia. Por ejem- 
plo, G24 señalan que: 


Como recordamos más o menos cómo es un milímetro gracias a 
haber utilizado tantas veces la regla, decidimos estimar en torno a 
esa medida. 


e No indican estrategia, aunque de facto sí que hayan usado al- 
guna en la estimación. Por ejemplo, G22 dice: 


Miramos el folio a la altura de los ojos. 


4.3. Estimación de la masa de una 
silla: procedimiento seguido 


En esta tarea se solicita que se estime la masa (aunque en el 
enunciado se utiliza peso/masa) de una silla de las que hay en 
las aulas. La magnitud involucrada, la masa, es fundamental, por 
lo que no se espera que los estudiantes utilicen magnitudes auxi- 
liares ni técnicas indirectas como cálculos. De hecho, todas las 
respuestas, salvo una, mencionan objetos de referencia que com- 
paran con la masa de la silla. 

Entre los referentes encontramos diversos objetos cotidianos, 
como «el peso de un bebé» (G11), «nuestro perro» (G31) o sim- 
plemente «algo de la vida cotidiana» (G25). 
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La respuesta que no usa referentes es la que corresponde al 
grupo G12: 


Para obtener mediante estimación el peso de la silla, un compañero 
la elevó a pulso y estimo cuánto podía pesar aproximadamente. 


Aunque no lo indican, la estrategia es la de interiorización de 
medidas, ya que el estudiante que levanta la silla debe haber in- 
teriorizado la masa 1 kg. 


4.4. Identificación de estrategias de estimación 
al estimar la masa de una silla 


A pesar de la uniformidad de los procedimientos seguidos, la re- 
ferencia explícita a las estrategias es variada. La comparación es 
la más repetida (9 de 16 grupos), si bien la realidad es que casi 
todos (15 de 16) la han llevado a la práctica en su procedimien- 
to. Ocurre lo mismo con el conocimiento de referentes, que solo 
lo expresan tres de los grupos, a pesar de que quince de ellos lo 
han usado. 

La interiorización de las unidades básicas de medida, en este 
caso el kg, es mencionada por dos grupos, pero no por el que 
realmente la pone en práctica. 

Finalmente, llama la atención la mención de G26 a las medi- 
das indirectas: 


Estrategia de comparación. Comparo y estimo el peso de la silla 
con, por ejemplo, una garrafa de agua de 5 litros que aproximada- 
mente pesa 5 kilos. (Medida indirecta). 


En ningún caso se aprecia el uso de técnicas indirectas y no 
parece necesario en este caso. 

Como en el caso del grosor de un folio, los estudiantes con- 
funden las estrategias, usan los términos estimar o aproximar 
como comodines para expresar comparaciones o cualquier otra 
estrategia, o simplemente no indican estrategia. 
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4.5. Estimación de la capacidad de la 
papelera: procedimiento seguido 


Como magnitud fundamental, la estimación de una cantidad de 
capacidad no debería requerir ayuda de otras magnitudes, pero 
en el caso de la capacidad su relación con el volumen puede pro- 
vocar que los estudiantes se ayuden de esta última para realizar 
la estimación. 

Atendiendo a las estrategias seguidas, las respuestas son de 
dos tipos. En el primero, en el que hay 13 de 16 grupos, recurren 
al conocimiento de referentes (junto con estrategias de compara- 
ción). Casi todos los referentes son recipientes rígidos de agua de 
diferentes tamaños: botellas de agua de 51, garrafas de 81, bote- 
llas de 21... Pero dos grupos también usan un referente no rígido, 
la bolsa de basura que, como sabemos, se organiza comercial- 
mente atendiendo a su capacidad. Por ejemplo: 


La papelera llevaba una bolsa de basura grande de 40 litros. Nos 
dimos cuenta de que le sobraba bolsa, de modo que partiendo de 
que su volumen debía ser inferior a 40 litros, realizamos la estima- 
ción. (G24) 


En el segundo tipo de respuestas, formado por tres grupos, 
utilizan la interiorización de unidades básicas de medida. Por un 
lado, uno de los grupos usa el referente 1 l, y la estimación la 
realiza por comparación: 


Para estimar la capacidad de la papelera, utilizamos la estrategia de 
interiorización, para este caso: 1.2 cómo conocemos el volumen 
que ocupa un litro de agua; 2.? estimamos cuántos litros puede 
ocupar gracias a la interiorización de lo que ocupa 1 litro de agua. 


Por otro lado, los otros dos grupos recurren al volumen (y a 
la longitud) para realizar la estimación. Para estos, el referente es 
el cm y, además de la comparación de longitudes, están obliga- 
dos a utilizar las técnicas indirectas para realizar la estimación: 


Para saber el volumen de una papelera, pensamos que su forma se 


asemejaba a la de un cilindro, por lo que a través del dominio de la 
fórmula lo calculamos. Para saber el radio, no nos fuimos a ninguna 
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de las bases, ya que eran distintas entre sí, por lo que decidimos esti- 
marla en la mitad de la papelera y a partir de nuestra medida que te- 
nemos interiorizada de 5 cm calculamos nuestra estimación. (G15) 


4.6. Identificación de estrategias de estimación 
al estimar la capacidad de una papelera 


La mención específica a las estrategias es variada: cuatro grupos 
mencionan el uso de referentes, dos la interiorización, tres la 
comparación y uno el dominio de técnicas indirectas. Se aprecia 
claramente que hay poca precisión en la identificación de la estra- 
tegia. Es más, esta poca precisión se muestra en el uso expresiones 
como «a ojo» (G12, G23 y G25) o «nos imaginamos» (D32). 


4.7. Estimación de la superficie de la 
figura. Procedimiento seguido 


Dado su carácter de magnitud derivada, para la estimación de la 
cantidad de magnitud superficie dada por la figura, esperamos 
que los procedimientos requieran de uso de la magnitud auxiliar 
longitud y del dominio de técnicas indirectas. Los resultados 
muestran que, efectivamente, hay un conjunto de producciones 
de los grupos (6 de 16) que requieren la magnitud longitud 
como auxiliar acompañada del dominio de técnicas indirectas. 
En estos procedimientos usan referentes (p. ej.: los dedos o el 
ancho de una uña) para medir de manera directa las longitudes 
ancho y alto de un rectángulo que circunde a la figura. Posterior- 
mente, con ayuda de la fórmula del área del rectángulo, calculan 
una estimación. 

Otro conjunto más numeroso de producciones (7 de 16) hace 
uso de referentes para una estimación por comparación directa, 
sin necesidad de recurrir a medidas auxiliares. Estos referentes de 
cantidad de superficie son la superficie de la huella del pulgar, o 
media huella del dedo índice, la superficie de la palma de la 
mano, y también otros objetos como una goma de borrar o un 
teléfono móvil. Uno de los grupos (D33) usa el rectángulo del 
borde de la imagen de la figura como referencia para realizar la 
comparación. Otros dos grupos utilizan material manipulativo 
como una cuadrícula en papel transparente o 1 cm? de papel re- 
cortado con el que realizan una medida directa de la forma. Des- 
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pués usan estrategias de composición y descomposición para es- 
timar aquellas partes que no se ajustan a los cuadrados predeter- 
minados (figura 2). Un último grupo usa como estrategia la 
interiorización de 1 cm?. 


Figura 2. Cálculo de la superficie de la figura usando cuadrícula transparente. 


4.8. Identificación de estrategias de estimación 
al estimar la de la superficie de la figura 


En cuanto a las estrategias que describen explícitamente, abun- 
dan las descripciones sin ninguna estrategia (8 de 16 grupos). El 
resto de los grupos tampoco se caracterizan por dicha descrip- 
ción, expresando solo una estrategia cada uno de ellos. Entre las 
que mencionan, tres grupos hablan del conocimiento de referen- 
tes, dos de estrategias de comparación, uno de interiorización de 
unidades y otro de composición y descomposición. 

De todos, solo cuatro grupos identifican adecuadamente la 
estrategia que han usado en su procedimiento. Por ejemplo, el 
grupo D14 confunde la interiorización de las unidades de medi- 
da con el conocimiento de referentes y, aunque describen el pro- 
ceso de uso de técnicas indirectas, no lo indican explícitamente: 


Para saber la superficie de la figura por estimación, hemos utilizado 
nuestra uña, que suponemos que es 1 cm (estrategia de interioriza- 
ción). Después hemos ido poniendo la uña varias veces hasta com- 
pletar la superficie de la figura A; de tal manera que hemos contado 
cuantas veces la hemos puesto. Una vez que sabemos cuántas uñas 
caben en la superficie, multiplicamos el resultado por lo que supo- 
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níamos que medía nuestra uña, es decir, por 1. De esta manera ob- 
tenemos nuestra estimación. 


5. Conclusiones 


5.1. Descripción del procedimiento de estimación 


Las estrategias descritas por los estudiantes se ajustan a lo solicita- 
do y son interpretables en términos de las estrategias de estima- 
ción. Como es de esperar, para las magnitudes fundamentales, los 
estudiantes estiman usando estrategias de conocimiento de refe- 
rentes (especialmente para la masa y la capacidad) o de interioriza- 
ción de unidades básicas (principalmente en la longitud), siempre 
acompañadas de estrategias de comparación. En pocas ocasiones 
recurren a otras estrategias para estas magnitudes fundamentales. 

Cuando se trata de la magnitud área, al ser una magnitud de- 
rivada, encontramos más variedad de estrategias: algunos grupos 
(37,5%) recurren a la magnitud auxiliar longitud y a referentes 
de longitud y a técnicas indirectas, aunque otros recurren a refe- 
rentes de área o, incluso, a la interiorización de unidades de área. 

Con respecto a los referentes que se usan, para la longitud 
utilizan referentes relacionados con el objeto a estimar (paque- 
tes de folios) y para la capacidad referentes relacionados con ob- 
jetos de uso cotidiano (recipientes para agua). Para la masa, la 
riqueza de referentes es mayor, ya que los estudiantes usan desde 
bebés hasta pesas de gimnasio, pasando por comidas (sandías o 
azúcar). Los referentes más llamativos son los de área, entre los 
que encontramos huellas, manos o teléfonos móviles. 

Las unidades que mencionan como interiorizadas son usua- 
les para la longitud (1 cm, 1 mm) y la capacidad (1 1). Para la 
masa solo un grupo parece que usa unidad de masa, pero no in- 
dica cuál es. En el caso del área, sorprende ver cómo los estu- 
diantes mencionan el cm? como unidad interiorizada, aunque 
no es lo común. 


5.2. Identificación de estrategias 


Cuando tratan de utilizar el vocabulario específico que se les ha 
proporcionado, manifiestan poca precisión y se observan mu- 
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chas expresiones del tipo «a ojo», «mirando»..., sobre todo en 
magnitudes diferentes a la longitud. 

En general, existen pocas coincidencias entre las estrategias 
que explican y las que expresan. No parece que la magnitud que 
se esté estimando esté relacionada con la precisión en la identifi- 
cación de las estrategias, puesto que en ninguna de las preguntas 
hay más de 5 grupos que relacionen correctamente el proceso y 
la estrategia. 

Aparecen también confusiones manifiestas con las técnicas 
indirectas como. Por ejemplo, G34, cuando explican cómo han 
estimado la masa de la canica, dicen: 


Es una medida directa, ya que utilizamos las mismas magnitudes 
tanto para realizar el procedimiento para llegar al resultado, como 
para el resultado. 


Este estudio exploratorio confirma que la resolución satisfac- 
toria de tareas de estimación de medidas es compleja, y que es 
necesario promover el aprendizaje y el dominio de las destrezas 
y estrategias presentadas. Esto confirma estudios internacionales 
sobre estimación, y pone una llamada de atención en la forma- 
ción inicial de maestros. 
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Resumen 

El auge de los nuevos medios tecnológicos ha favorecido que la ludopatía 
afecte cada vez a más personas, de menor edad y con un mayor daño econó- 
mico y de salud. Algunos expertos avalan la necesidad de apoyar los programas 
de tratamiento y prevención con propuestas educativas en general, y de edu- 
cación matemática en particular, que ayuden a entender el funcionamiento de 
los juegos de azar a las personas afectadas o en riesgo. Partiendo de una revi- 
sión exhaustiva de la literatura sobre el tema y del diagnóstico de la situación 
concreta de un centro de Educación Secundaria situado en un barrio especial- 
mente afectado por la problemática, se presenta una intervención didáctica 
experiencial, basada en prácticas contextualizadas relacionadas con el desa- 
rrollo de los contenidos propios del bloque de Estadística y Probabilidad. Para- 
lelamente, se realizará una evaluación del impacto de la experiencia en la acti- 
tud de los estudiantes en relación con el fenómeno social que nos preocupa. La 
iniciativa se desarrolla en el marco de una convocatoria de proyectos de trans- 
ferencia del conocimiento científico con fines sociales y está acompañada de 
otras acciones educativas, en colaboración con una asociación de jugadores en 
rehabilitación, asociaciones vecinales y el equipo docente del centro. 


Palabras clave: adicción, juegos de azar, enseñanza de la probabilidad, trans- 
ferencia del conocimiento 
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Abstract 

The rise of new technological means has favored that gambling addiction af- 
fects more people, younger and with a greater economic and health damage. 
Some experts support treatment and prevention programs with educational 
proposals in general, and Mathematics Education in particular, that help af- 
fected or at risk people understand how gambling works. Based on an ex- 
haustive review of the literature on the subject and the diagnosis of the spe- 
cific situation of a Secondary Education center located in a neighborhood 
especially affected by the problem, an experiential didactic intervention is 
presented, based on contextualized practices related to the development of 
the contents of the Statistics and Probability block. In parallel, there will be 
an evaluation of the impact of the experience on the attitude of students in 
relation to the social phenomenon that concerns us. The initiative is developed 
within the framework of a call for projects for the transfer of scientific 
knowledge for social purposes and is accompanied by other educational ac- 
tions, in collaboration with an association of pathological gamblers in reha- 
bilitation, neighborhood associations and the teaching team of the Secondary 
School. 


Keywords: addiction; gambling; probability teaching; transfer of knowledge 


1. El problema de la adicción al juego 


La adicción al juego, o ludopatía, es un desorden adictivo que se 
manifiesta como un impulso incontrolable hacia el juego y las 
apuestas. El Manual Diagnóstico y Estadístico de los Trastornos Men- 
tales, DSM 5 (American Psychiatric Association, 2013) reconoce 
a la ludopatía como enfermedad enmarcada dentro de los tras- 
tornos adictivos sin sustancias. Esta enfermedad está cobrando 
un protagonismo creciente en los últimos años por el preocu- 
pante aumento de casos y su gravedad. Se describen a continua- 
ción algunas dimensiones de este problema. 


1.1. Una panorámica de la problemática 
del juego en jóvenes 


El negocio del juego en nuestro país no deja de crecer desde su 
legalización en 1977. Como se muestra en la tabla 1, la cuantía 
de los importes dedicados al juego y los márgenes de ganancia 
de las empresas operadoras (el importe de la participación en el 
juego menos los premios satisfechos a los participantes, conoci- 
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do como Gross Gaming Revenue, GGR) rompen récords año tras 
año (Chóliz y Lamas, 2017; Clotas et al., 2020). 

Como en todos los casos de salud pública, el bienestar social 
choca frontalmente con los intereses económicos de grupos mi- 
noritarios y del propio Estado a la hora de crear y ejecutar políti- 
cas de acción. A nivel internacional se muestra una tendencia 
general hacia la desregularización del sector a pesar de interesan- 
tes excepciones, como el caso Noruega (Clotas et al., 2020). 


Tabla 1. Evolución anual de los ingresos del Mercado de Juego Online de 
2013 a 2018 en España. Fuente: Dirección General de Ordenación del Jue- 
go (2019). 


2013 Cantidad € 523.803.573 228.640.585 
Variación anual % 0,00 0,00 

2014 Cantidad € 635.572.604 252.833.598 
Variación anual % 21,34 10,58 

2015 Cantidad € 838.074.382 317.118.049 
Variación anual % 31,86 25,43 

2016 Cantidad € 1.167.027.545 426.155.922 
Variación anual % 39,25 34,38 

2017 Cantidad € 1.640.459.297 557.348.164 
Variación anual % 40,57 30,79 

2018 Cantidad € 2.518.172.023 699.335.341 
Variación anual % 53,50 25,48 


La seducción de la publicidad y la omnipresencia de sus men- 
sajes en televisión y eventos generales han tenido como resulta- 
do un descenso de la edad de las personas afectadas por la ludo- 
patía en nuestro país. Según los datos del Informe 2015 de la 
Dirección General de Ordenación del Juego, el 30,4% de los ju- 
gadores activos registrados en España se encontraba ya en el ran- 
go inferior de la muestra de 18 a 35 años (Sánchez Pardo et al., 
2016). 

Existe una importante escasez de datos sobre la incidencia del 
juego en menores, evidentemente al tratarse de una práctica ile- 
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gal. No obstante, algunos estudios ofrecen datos preocupantes. 
A modo de ejemplo, en la provincia de Valencia, el 62,1% de los 
jóvenes menores de 18 años han apostado en algún juego de 
azar (Chóliz y Lamas, 2017), y el 6,4% de los jóvenes españoles 
de 14 a 18 años han apostado dinero a juegos de azar en 2018, 
según la encuesta sobre uso de drogas en enseñanzas secunda- 
rias ESTUDES (Observatorio Español de las Drogas y las Adiccio- 
nes (OEDA), 2020). Por otro lado, Balsera (2021) y Chaparro 
(2021) coinciden al afirmar que resulta alarmante el cambio 
drástico en los últimos años del perfil del ludópata en relación 
con su edad. Si en la década de los noventa del pasado siglo la 
media de edad estaba entre los 45 y 50 años, en la actualidad 
esta media se sitúa entre los 20 y los 30. 

Esta relación entre jóvenes y juego ha sufrido una evolución 
en los últimos años que ha hecho que las instituciones incorpo- 
ren este problema a su agenda de trabajo regular. La Fundación 
española de Ayuda contra la Drogadicción (FAD) realiza campa- 
ñas específicas dirigidas a jóvenes desde 2017. De uno de sus es- 
tudios (Megías Quiros, 2020) sobresalen algunos aspectos inte- 
resantes: el juego y las apuestas se han naturalizado como mode- 
lo de ocio, dejando la imagen de estigma social que le era propia 
anteriormente; la iniciación es grupal motivada por el deseo de 
integración y de imitación de referentes mediáticos como las fi- 
guras del deporte y la televisión; el motivo principal para iniciar- 
se es la ilusión de alcanzar autonomía económica; subyace la 
idea de convertirse en profesional, para lo cual se sobreentiende 
que es necesario jugar mucho; existe una percepción positiva de 
los jóvenes que ganan dinero, ya que se les suponen grandes ha- 
bilidades y conocimientos del juego; existen diferencias de géne- 
ro notables, el jugador de éxito es masculino mientras que las 
jóvenes jugadoras aún son vistas de forma negativa. 


1.2. La nueva dimensión del problema: el juego en línea 


La madurez de la sociedad de la información ha supuesto la univer- 
salización de las tecnologías de la información y de la comunica- 
ción (TIC) y el auge de la industria del ocio y los videojuegos, 
con influencia desde la infancia a la edad adulta. Un campo de 
cultivo perfecto para la explosión del mercado del juego en línea 
que fascina por su ubicuidad, el uso de mecanismos psicológicos 
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adictivos en su diseño y la práctica ausencia de control de acce- 
so, O facilidad para ser burlado. 


Figura 1. El juego en línea supone un reto cuyas consecuencias más graves aún 
son desconocidas siendo los menores y jóvenes los colectivos de mayor riesgo. 
Fuente: https://www.rionegro.com.ar/ludopatia-online-la-ruleta-que-no-para-en- 
cuarentena-1546696. 


Esta creciente y variada oferta repercute en la relación entre 
jóvenes y menores con el juego, dando lugar a una serie de carac- 
terísticas diferenciales respecto a las modalidades de juego tradi- 
cional (Lamas Alonso et al., 2018; Megías Quiros, 2020): el jue- 
go en línea aumenta el hábito y dificulta el autocontrol al mis- 
mo tiempo que invisibiliza el problema frente a terceras personas 
hasta que los síntomas son extremadamente graves; el número 
de enfermos está aumentando exponencialmente y la edad de 
los mismos es cada vez menor; por último, la progresión hacia la 
adicción es mucho más rápida, en ocasiones bastan unos pocos 
meses desde la primera exposición frente a los cinco o seis años 
que se observaban en el juego presencial. 

Aún se desconocen las repercusiones del estado de alarma sa- 
nitaria provocado por la covid-19 desde inicios del 2020, a pesar 
de que las ganancias y la apertura de nuevos locales de juego 
tradicionales se han reducido notablemente, todo parece indicar 
que en los próximos años la problemática se agudizará en núme- 
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ro de personas afectadas, especialmente jóvenes y menores, y en 
daños causados a estos y a sus familias. Se vislumbra un proble- 
ma social de carácter pandémico. 


2. Matemáticas y ludopatía, 
relaciones y oportunidades 


Abordar la situación planteada pasa, en primer lugar, por legislar 
una regularización del sector para combatir el alto nivel de expo- 
sición al juego y el acceso de menores o personas en riesgo. El 
establecimiento de políticas adecuadas ha demostrado ser la in- 
tervención más efectiva en la prevención de la adicción al juego 
(Williams et al., 2012), pero no son las únicas. 

A una legislación eficaz deben sumarse intervenciones de ca- 
rácter educativo que ayuden a cambiar actitudes y creencias aso- 
ciadas al juego, desarrollar habilidades preventivas y adquirir co- 
nocimientos para reconocer los problemas derivados del juego y 
las apuestas. 


2.1. Mitos asociados a los juegos de azar 


Existen una serie de falsas creencias o mitos relacionados con el 
azar comunes a gran parte de los jugadores, independientemente 
de que presenten o no problemas de adicción. Se presenta a con- 
tinuación un listado de los mitos más comunes y de los concep- 
tos matemáticos a los que refieren, extraído de Sánchez Pardo 
et al. (2016) y adaptado a las categorías de Hahmann (2016) y 
Williams et al. (2012): 


e Mitos relacionados con la percepción errónea del juego en ge- 
neral. 
El juego es una forma fácil de hacer dinero. 


La base del negocio de las casas de apuestas es que siempre 
existen más probabilidades de perder que de ganar. Una apli- 
cación del cálculo de probabilidades a cada juego concreto 
permite reconocer esta realidad. 
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e Mitos relacionados con una autopercepción errónea de las 
habilidades propias. 


Dispongo de un método de juego que me ayuda a ganar. 
Apostando con un patrón determinado hay más posibilidades de 
ganar. 


La aleatoriedad está siempre presente en los juegos de azar. 
No hay patrones de comportamiento que puedan influir en el 
resultado del juego. 


e Mitos relacionados con supersticiones y el control de la suerte. 
Mi número de la suerte aumenta mis posibilidades de ganar. 


Si existe equiprobabilidad de sucesos, todos los números 
tienen igual probabilidad de resultar agraciados. 


e Mitos relacionados con atribuciones erróneas o falsas inter- 
pretaciones. 


Algunas personas tienen más suerte que otras. 
Tengo la sensación de que hoy es mi día de suerte. 


La aleatoriedad de los juegos de azar implica que todas las 
personas tienen las mismas oportunidades de ganar o perder. 
Si en el juego se da independencia de sucesos, no existe corre- 
lación entre unas jugadas y otras, por lo cual no hay rachas 
buenas o malas, a pesar de que nuestro cerebro se empeñe en 
crear conexiones. 


e Mitos relacionados con correlación ilusoria y karma. 


Si una máquina de juego lleva tiempo sin pagar un premio, es que 
un premio grande está próximo a salir. 

Si seguimos jugando, nuestra suerte cambiará y podremos recuperar 
el dinero perdido. 


Al igual que antes, si las jugadas son independientes unas 
de otras, la probabilidad de ganar es la misma en la primera 
jugada que en la número 100. El hecho de que un resultado 
lleve mucho tiempo sin salir no quiere decir que tenga que 
salir en las siguientes jugadas. Normalmente, los jugadores 
incrementan sus pérdidas, porque siguen jugando con la 
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creencia de que en algún momento cambiará la tendencia. 
Las pérdidas serán mayores cuanto más se juegue. 


Si estos son los mitos que la publicidad y los medios de co- 
municación se encargan de fortalecer, sería obvio que el conoci- 
miento de los principios de la probabilidad y la estadística y la 
aplicación de la lógica matemática serían suficientes para invali- 
darlos y prevenir cualquier tipo de problema con el juego. Vea- 
mos qué dicen las investigaciones en este campo. 


2.2. El papel de la educación matemática 
en los problemas con el juego 


Existe una estrecha conexión entre matemáticas y juego, ya que 
cualquier juego se basa en un modelo matemático que lo confi- 
gura. Cualquier juego de azar o apuesta ha sido ideada y valida- 
da matemáticamente antes de hacerse pública en busca de opti- 
mizar los beneficios de la empresa operadora. Partiendo de esta 
idea, Cátálin Bárboianu (2019) afirma que no se puede tratar a 
un jugador separando del análisis matemático del juego con el 
que tiene problemas. 

Sin embargo, la relación entre el conocimiento matemático y 
la posibilidad de desarrollar relaciones problemáticas con el jue- 
go parece no estar clara. Según Shaffer et al. (1995), los jóvenes 
con conocimiento básicos sobre probabilidad y azar desarrolla- 
ban hábitos de juego más responsables que los que no los po- 
seían. Asimismo, se ha detectado que jugadores con problemas 
de adicción poseen una comprensión más limitada de la natura- 
leza del azar si se les compara con jugadores habituales no pro- 
blemáticos (Turner, 2000). Con todo, otras investigaciones su- 
gieren que en el momento de jugar los participantes sostienen 
las mismas percepciones y cometen los mismos errores indepen- 
dientemente de su conocimiento previo sobre estadística y pro- 
babilidad (Lambos y Delfabbro, 2007; Pelletier y Ladouceur, 
2007). Esto significa que los jugadores suelen desactivar su pen- 
samiento racional cuando están inmersos en el proceso de jue- 
go, prestando atención solo a cierto tipo de información en fun- 
ción de los intereses personales y la experiencia de cada uno. 

Estos resultados indican que el conocimiento de los princi- 
pios de la probabilidad y la estadística no es determinante una 
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vez que se ha establecido una relación patológica con el juego. 
Por esa misma razón, es necesario incorporar la educación mate- 
mática en una fase inicial de prevención que favorezca una pri- 
mera aproximación al juego con menor riesgo. En este sentido, 
varios autores (Keen et al., 2017; Turner, 2000; Williams et al., 
2012) avalan la necesidad de incorporar desde edades tempra- 
nas el aprendizaje de contenidos matemáticos básicos que permi- 
tan desarrollar posteriormente conceptos como el de probabilidad 
de un suceso de juego. 

Williams et al. (2012) incorporan la dimensión psicológica 
recomendando programas educativos preventivos que desarro- 
llen competencias en dos ámbitos: la capacidad de analizar la 
probabilidad real de ganar en un juego de azar, aprendizaje de 
los principios matemáticos del juego, y la detección de aspectos 
perceptivos que están presentes en los juegos y que contribuyen 
a desinformar al jugador. En la misma línea se sitúa la propuesta 
curricular de Turner et al. (2008), que incorpora al conocimiento 
matemático, conciencia sobre la problemática social del juego, 
el desarrollo de habilidades de control y de gestión emocional. 

Por otro lado, Keen et al. (2017) también advierten de que el 
análisis de experiencias educativas de este tipo ha demostrado 
que no todo curso general de probabilidad y estadística matemá- 
tica es capaz de lograr resultados significativos y duraderos en 
programas de intervención con jugadores patológicos. Entre sus 
recomendaciones señalan que deben programarse iniciativas 
destinadas a público general, no al que ya tiene problemas, y a 
una edad tan temprana como sea posible y que se utilicen conte- 
nidos y plataformas relevantes para los participantes, jóvenes y 
niños, medios tecnológicos y ejemplos extraídos de su experien- 
cia de juego previa o futura. 

Basándose en este marco de investigación se describe, a conti- 
nuación, la propuesta didáctica de carácter preventivo destinada 
a jóvenes «Aprende Matemáticas para Jugar con Cabeza», una in- 
tervención didáctica experiencial, basada en prácticas contextua- 
lizadas relacionadas con el desarrollo de los contenidos propios 
del bloque de Estadística y Probabilidad con el objetivo de com- 
batir algunos de los mitos asociados al juego. 
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3. Una propuesta de intervención: «Aprende 
matemáticas para jugar con cabeza» 


En un mundo globalizado e interconectado como el actual la so- 
ciedad del conocimiento ha adquirido una relevancia indiscuti- 
ble desde sus componentes científica y tecnológica, convirtién- 
dose en un elemento fundamental para el desarrollo de las so- 
ciedades en sus dimensiones social, económica y personal. Por 
ello, la apuesta por el desarrollo del conocimiento se ha conver- 
tido en un pilar esencial que contribuirá a conseguir los niveles a 
los que se aspira en la prosperidad empresarial y laboral, el desa- 
rrollo sostenible de las economías emergentes y la mejora de 
nuestra sociedad en su conjunto, en particular de los sectores 
más necesitados (Ordóñez, 2002). En este marco, autores como 
Nowotny et al. (2001) y Arias Pérez et al. (2011) plantean que 
las universidades como instituciones creadas en los tiempos mo- 
dernos para liderar la producción de nuevo conocimiento están 
llamadas a integrar sus funciones científicas y sociales, a contex- 
tualizar la ciencia, a superar las anacrónicas divisiones entre las 
disciplinas, a articular la investigación con la docencia y sobre 
todo a abrirse hacia la sociedad de forma completa e integrada, 
dado que lo «interno» y lo «externo» son distinciones que en for- 
ma paulatina van perdiendo su sentido por causa de las vincula- 
ciones con el Estado, la industria y la sociedad en general. 

La experiencia surge de la responsabilidad institucional de 
parte del profesorado de Didáctica de las Matemáticas de la Uni- 
versidad de Córdoba ante la problemática actual del juego en la 
ciudad y, en particular, ante la vulnerabilidad de la población 
juvenil de los barrios menos favorecidos. El proyecto fue sub- 
vencionado en la convocatoria UCO Social Innova de la Univer- 
sidad de Córdoba para iniciativas de transferencia del conoci- 
miento científico con fines sociales. 


3.1. El Distrito Sur de Córdoba, un contexto sensible 


El Distrito Sur es una amplia zona de la ciudad de Córdoba, en 
la que podemos distinguir cuatro barrios: Polígono Guadalqui- 
vir, Sector Sur, Fray Albino y Campo de la Verdad-Miraflores. Si 
bien existen diferencias considerables entre unos barrios y otros, 
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e incluso entre zonas concretas dentro de cada uno de estos ba- 
rrios, en términos generales el nivel socioeconómico de la pobla- 
ción de este distrito es medio bajo y, concretamente, la parte alta 
del Sector Sur y gran parte del Polígono Guadalquivir podría 
considerarse de exclusión social (IESA, 2011). Ante esta realidad 
que hizo que el Instituto de Secundaria en el que se desarrolla 
este proyecto fuese declarado Centro de Actuación Educativa 
Preferente en 1993 y a pesar de que algunas de las teorías de la 
reproducción de Bordieu y Bernstein, tan de moda en la Sociolo- 
gía de la Educación en décadas recientes, aún mantienen cierto 
eco en nuestra sociedad (Ávila, 2005), el profesorado que suscri- 
be este proyecto, convencido de que la igualdad educativa sí es 
posible desde la responsabilidad del profesorado y de las admi- 
nistraciones educativas y mediante actuaciones adecuadas, plan- 
tea la experiencia que se presenta con el objetivo de abordar una 
problemática que lamentablemente está teniendo un impacto 
singular en las capas sociales más desfavorecidas, como es la 
adicción a los juegos de azar, desde la educación matemática. 

Los preocupantes datos que se recogen en el primer apartado 
de este capítulo, entre otros, son un reflejo de un problema que 
aumenta de la mano de la proliferación de salas de juego y casas 
de apuestas, que se instalan en una gran proporción en barrios 
con un bajo nivel socioeconómico. Es el caso del Distrito Sur en 
la capital cordobesa, el tercer barrio con renta más baja de Espa- 
ña que, sin embargo, cuenta con cuatro salas de juego, un hecho 
nada casual que refleja el impacto de la problemática en los sec- 
tores más desfavorecidos y que se une a la alarmantemente cre- 
ciente problemática de dependencia de los juegos en línea. Se- 
gún la Federación Española de Jugadores de Azar Rehabilitados 
(Lamas Alonso et al., 2018), el 40% de las personas atendidas 
son adictas a los juegos a través de Internet. 

Por todo ello, en Córdoba, una ciudad con una marcada tra- 
dición asociacionista, se ha gestado en los últimos meses un mo- 
vimiento ciudadano liderado por asociaciones vecinales, la pla- 
taforma «STOP Casas de Apuestas» y la Asociación Cordobesa de 
Jugadores en rehabilitación (ACOJER), con el objetivo de afron- 
tar esta problemática, una iniciativa que ha sensibilizado a los 
representantes políticos en el Ayuntamiento, quienes han apro- 
bado una moción para trabajar sobre el tema. También desde la 
responsabilidad social a la que aludíamos en el apartado ante- 
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rior, la Universidad de Córdoba se plantea sumar iniciativas 
educativas de la mano del proyecto que se presenta, contando 
con dos socios colaboradores de excelencia: un Instituto de Se- 
cundaria, que, sin duda, es un referente social y cultural en el 
denominado Distrito Sur de la ciudad, y ACOJER. 


3.2. Desarrollo de la propuesta didáctica 


Los destinatarios directos son el alumnado del Distrito Sur de la 
ciudad, representados por el alumnado de 1.9, 2.* y el de la asig- 
natura de Matemáticas Orientadas a las Enseñanzas Académicas 
de 4. de Educación Secundaria Obligatoria, junto con los estu- 
diantes de la asignatura optativa específica de 1. de Bachillerato 
Estadística y Probabilidad Aplicada a la Vida Cotidiana de un 
instituto del barrio. Participarán en la experiencia siete profeso- 
res de la Universidad de Córdoba, cinco del Departamento de 
Matemáticas del instituto, el responsable del Equipo de Orienta- 
ción y la Asociación ACOJER. También colaboran puntualmente 
el Equipo de Orientación Educativa de la zona, las asociaciones 
vecinales del barrio y la plataforma «STOP casas de apuestas». 

El proyecto se orienta hacia tres acciones fundamentales: la 
exploratoria e investigativa, la intervención didáctica en las aulas 
y la de divulgación local. 

El estado de la cuestión comienza a configurarse con la ayuda 
de los datos que inicialmente nos proporciona ACOJER y se 
completa con las reuniones que mantenemos con el Equipo de 
Orientación del centro educativo. A partir de estas informaciones 
realizamos una propuesta de investigación, explicada en detalle 
en el apartado siguiente, que nos ayudará a configurar el mapa 
de la problemática actual de la adicción al juego entre el alumna- 
do del centro y los resultados de la intervención. 

La intervención educativa estará dirigida por el equipo docen- 
te, si bien se basará en el conocimiento y en los intereses de los 
destinatarios y estará diseñada por el propio alumnado de 4.* de 
la ESO y de Bachillerato. Desde las asignaturas Matemáticas 
Orientadas a las Enseñanzas Académicas y Estadística y Probabi- 
lidad Aplicada a la Vida Cotidiana, el alumnado recibe forma- 
ción sobre combinatoria, regla de Laplace, sucesos dependientes 
e independientes, uso de tablas de contingencia y esquemas de 
árbol para la asignación de probabilidades y nociones sobre la 
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influencia de la visualización en la percepción de probabilidades 
pequeñas. El enfoque de la formación es de carácter lúdico y se 
enfoca al diseño de sus propios juegos de azar de los estudiantes 
a lo largo del primer trimestre del curso académico. El alumnado 
calculará las probabilidades presentes en su juego y tomará deci- 
siones sobre diseño, materiales, duración de la partida, costes de 
participación y premios a entregar de manera que sus juegos re- 
sulten atractivos en un taller final que asemejará un salón de jue- 
gos. Dicho taller estará destinado al alumnado de 1.* de la ESO 
y será conducido por el propio alumnado de 4.* de Eso y Bachi- 
llerato bajo la supervisión del profesorado participante. A estos 
alumnos de cursos inferiores se les asigna una cantidad moneta- 
ria de curso no legal para que actúen como jugadores del salón. 
Tras jugar 50 partidas rápidas, el juego se clausura y los alumnos 
comprueban las ganancias obtenidas con el cálculo teórico reali- 
zado por ellos previamente. Comprobando, con sorpresa en mu- 
chos casos, la gran proximidad a la «ganancia real» obtenida. 

Para terminar, se organizará una jornada en torno a la proble- 
mática de la adicción a los juegos de azar con un planteamiento 
basado en la información divulgativa, la reflexión y el debate, 
que contará con la colaboración y participación de todos los 
agentes externos implicados en la experiencia. 


3.3. Diseño de la investigación 


Los resultados de la participación en el taller de educación mate- 
mática aplicada a juegos de azar en las creencias asociadas al jue- 
go de estudiantes de este Instituto de Enseñanza Secundaria se 
estudian de forma exploratoria persiguiendo dos objetivos de 
investigación: 


e Diagnosticar perfiles de riesgo en la relación con los juegos de 
azar en el alumnado de todo el centro educativo. 

e Explorar el efecto de la participación en el taller de educación 
matemática aplicada a juegos de azar en las creencias asocia- 
das a los juegos de azar. 


Se trata de una investigación cuasiexperimental con un tipo 


de diseño pre-post que desarrollará una metodología mixta com- 
binando una fase cuantitativa y otra cualitativa. 
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La fase cuantitativa se compone de dos etapas. La primera se 
basa en la evaluación general del riesgo de juego patológico en 
los estudiantes del centro educativo mediante el cuestionario 
CAGI - Inventario Canadiense de Juego para Adolescentes, V 1.09, 
mayo 2010 (Tremblay et al., 2010). El cuestionario consta de 
dos partes: en la primera (20 ítems) se analizan distintos juegos 
o tipos de apuesta, la frecuencia de juego y el tiempo empleado; 
en la segunda parte hay 24 ítems relativos a las consecuencias 
apostar agrupadas en cinco ámbitos: consecuencias psicológicas, 
consecuencias sociales, consecuencias financieras, pérdida de 
control y gravedad global de los problemas del juego. El análisis 
de las respuestas de esta segunda parte establece tres perfiles de 
gravedad del problema de ludopatía (GPSS: Gambling Problem 
Severity Subscale): luz verde implica que no hay problemas; luz 
amarilla, gravedad baja o moderada; y luz roja, gravedad alta. 

La segunda etapa, evaluará la eficacia de la participación en el 
taller sobre las creencias erróneas asociadas al juego, utilizando 
el instrumento GBQ - Gamblers' Beliefs Questionnaire (Steenbergh 
et al., 2002). Se trata de un cuestionario de 20 ítems divididos en 
dos categorías, ilusión de control (8 ítems) y suerte/perseveran- 
cia (12 ítems). Las puntuaciones altas implican un mayor nivel 
de distorsión cognitiva, y, por tanto, mayor tendencia al juego. 

La fase cualitativa consistirá en entrevistas semiestructuradas 
individuales a una selección de alumnado del centro de los dis- 
tintos perfiles detectados en la fase cuantitativa y en entrevista 
grupal abierta (focus group) con los participantes en el taller. El 
objetivo será explorar con mayor detalle las percepciones de los 
jóvenes sobre la relación entre Matemáticas y juego. 

Se recogerán datos en varias etapas. Una primera muestra an- 
tes de la realización del taller en la que se administrará a todo el 
centro el cuestionario CAGI y a los participantes en el taller el 
cuestionario GBQ-S (pretest). Una segunda muestra, un mes des- 
pués de haber realizado el taller, en la que el alumnado partici- 
pante en el taller realizará nuevamente el cuestionario GBQ-S 
(postest). En una tercera etapa, se realizarán las entrevistas en 
profundidad a alumnado de distintos perfiles (sin problemas de 
juego, con problemas moderados y con problemas graves, ade- 
más de haber participado o no en el taller). 
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4. Resultados esperados y 
conclusiones del trabajo 


El problema de la adicción a los juegos de azar en jóvenes y me- 
nores se incrementa cada año en nuestro país, al igual que en 
otros países desarrollados. A pesar de que ciertos juegos presen- 
ciales siguen siendo populares, el crecimiento del mercado de 
los juegos en línea debe seguirse con preocupación por los ma- 
yores efectos dañinos que estos juegos tienen en las personas 
con problemas de adicción. 

Un aspecto común a los jugadores es la creencia de ciertos 
mitos asociados al juego. La detección, análisis y vigilancia de 
estas falacias es un punto clave en cualquier proceso de autorre- 
gulación relacionado con la decisión personal de jugar. 

La educación matemática, en los bloques de probabilidad y 
estadística, es un complemento necesario de cualquier interven- 
ción educativa destinada a la prevención o intervención psicoló- 
gica de tratamiento de la adicción al juego, ya que la matemática 
es la base de cualquier juego de azar. 

En este trabajo se ha planteado una propuesta de interven- 
ción preventiva, basada en un curso-taller donde se abordan al- 
gunos de los mitos del juego conectándolos con los contenidos 
matemáticos que los alumnos han trabajado a partir de activida- 
des manipulativas, de representación y cálculo relacionadas a si- 
tuaciones y juegos cercanos a los jóvenes y menores. 

Se ha planteado igualmente la investigación que se llevará a 
cabo para: explorar los niveles de riesgo en un centro educativo 
de Educación Secundaria de un barrio periférico de Córdoba es- 
pecialmente afectado por el problema de la ludopatía; y analizar 
el efecto de la participación en el taller sobre las falsas creencias 
asociadas al juego. 

Se espera que la propuesta determine la idoneidad del curso 
propuesto para invalidar algunas de las falsas creencias asociadas 
al juego. Y, en segundo lugar, el nivel de mejora en distintos per- 
files de jóvenes: con problemas de adicción, en situación de ries- 
go y sin problemas ni riesgo. 
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Resumen 

La estimación es una componente clave de la competencia matemática y una 
habilidad fundamental para la vida cotidiana. Adoptamos una amplia concep- 
ción de este término que incluye cinco formas de estimación. Tres de ellas han 
sido consideradas tradicionalmente en la literatura: la estimación en cálculo, 
la estimación de cantidades (o de magnitudes discretas) y la estimación en la 
medida (o de magnitudes continuas). La estimación en la recta numérica es 
referida recientemente en la literatura como una forma de estimación que ac- 
túa de predictor del rendimiento en matemáticas a lo largo de la educación 
obligatoria y de posteriores dificultades en el aprendizaje de las matemáticas. 
Además, reconocemos una quinta acepción relativa a contextos probabilísti- 
cos. Desde este enfoque múltiple, realizamos un análisis de la presencia de la 
estimación en el currículo de Educación Primaria español. 


Palabras clave: cálculo, currículo, Educación Primaria, estimación, medida 


Abstract 

Estimation is a key component of mathematical competence and a fundamen- 
tal ability in daily life. We adopt a wide conception of this term that includes 
five forms of estimation. Three of them have traditionally been considered in 
the literature: computational, quantity (or discrete magnitudes) and (or con- 
tinuous magnitudes) measurement estimation. Number line estimation has re- 
cently been referred in the literature as a form of estimation that acts as a 
predictor of mathematics performance along secondary education and of lat- 
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ter difficulties in mathematics learning. In addition, we acknowledge a fifth 
form related to probabilistic contexts. From this multiple approach, we analyse 
the presence of estimation in the Spanish primary education curricula. 


Keywords: computation, curricula, estimation, measurement, primary education 


1. Introducción 


Diversos programas internacionales han enfatizado el papel de 
la estimación en la enseñanza de las matemáticas. Entre ellos, 
los estándares del National Council of Teachers of Mathematics 
(NCTM, 2000). Este documento describe variedad de experien- 
cias que los educadores de matemáticas en todos los niveles de- 
ben buscar desarrollar en sus estudiantes. Estas prácticas, que se 
basan en «procesos y competencias» como la resolución de pro- 
blemas, el razonamiento y la prueba, la comunicación, la repre- 
sentación y las conexiones, indican que el estudiante debe detec- 
tar posibles errores mediante el uso estratégico de la estimación. 

En el caso del currículo español de Educación Primaria, la es- 
timación aparece por primera vez de forma explícita en 1991 
(Segovia y Castro, 2009): «Las matemáticas constituyen hoy un 
conjunto amplio de modelos y procedimientos de análisis, de 
cálculo, medida y estimación» (MEC, 1991, p. 31). Según De 
Castro et al. (2014), a partir del Yearbook de 1986 editado por la 
NCTM y dedicado a la estimación, la presencia y relevancia de 
la estimación en los currículos de matemáticas son crecientes. 

Nuestro interés es indagar en formas de abordar la estimación 
en las aulas de Educación Primaria y en la formación de docen- 
tes de dicha etapa. Como primer paso, en este capítulo analiza- 
mos las diferencias existentes entre el tratamiento de la estima- 
ción en los actuales currículos de Educación Primaria de tres co- 
munidades autónomas españolas: Madrid, Castilla y León y 
Andalucía, fruto del desarrollo curricular de la LOMCE, y del 
Real Decreto 126/2014. Este análisis nos permite conocer al me- 
nos en su fundamentación legal, el tratamiento e importancia 
que se le da en el currículo de matemáticas a las acciones directas 
o vinculadas con la estimación. 
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2. Formas de estimar 


En la literatura de educación matemática la estimación se define 
como: 


[...] un juicio de valor del resultado de una operación numérica o de 
la medida de una cantidad, en función de circunstancias individua- 
les del que lo emite. (Segovia et al., 1989, p. 18) 


Es un juicio que se realiza con rapidez, frecuentemente en la 
mente, usando números tan sencillos como sea posible y que 
conduce a un valor que no es exacto, pero es adecuado para to- 
mar decisiones y está basado en alguna información, referencia 
o experiencia del sujeto sobre la situación que debe enjuiciar 
(Reys, 1984; Segovia et al., 1989). En consecuencia, el valor asig- 
nado es aproximado y admite distintas aproximaciones depen- 
diendo de quien realice la valoración. 

En esta definición se reconocen las tres formas de estimar que 
tradicionalmente se han considerado en la literatura: la estima- 
ción en el cálculo, la estimación de cantidades (numerosidad o 
estimación de magnitudes discretas) y la estimación en la medi- 
da (o estimación de magnitudes continuas) (Sowder, 1992). 

Las dos primeras formas de estimar citadas son las de mayor 
aplicabilidad en la vida cotidiana. La estimación computacional 
consiste en encontrar una respuesta aproximada a problemas 
aritméticos sin calcular la respuesta exacta. De utilidad en situa- 
ciones cotidianas en las que una respuesta aproximada propor- 
ciona un grado de precisión adecuado al contexto, es considera- 
da parte fundamental del sentido numérico (Sowder, 1988). 
Proporciona información sobre la comprensión general de las 
matemáticas de conceptos, relaciones y estrategias, y sobre el de- 
sarrollo cognitivo de los niños en el dominio de las matemáticas 
(Sowder, 1988, 1992; Sowder y Wheeler, 1989). 

La estimación de la medida de cantidades de magnitudes con- 
tinuas consiste en determinar medidas sin ayuda de instrumen- 
tos, haciendo uso de referentes que previamente se han interiori- 
zado. Este tipo de estimación es una estrategia de gran interés en 
la vida cotidiana, muy habitual en contextos profesionales y li- 
gada con la adquisición de contenido matemático (Joram et al., 
2005). Por otra parte, la estimación de cantidades, una habili- 
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dad recíprocamente dependiente de la habilidad de contar (Barth 
et al., 2016) y predictora de la posterior competencia aritmética 
(Bartelet, 2014), refiere a la habilidad de cuantificar de forma 
aproximada el cardinal de un conjunto de elementos sin necesi- 
dad de contarlos. 

Recientemente, en la literatura se ha identificado una cuarta 
forma de estimar: la estimación en la recta numérica (Sayer et al., 
2020). Esta refiere a asignar a un número dado una posición es- 
pacial en una recta numérica en la que viene representado un 
valor en cada extremo o, en menores casos, a asignar un número 
a una posición espacial dada en una recta numérica con valores 
en cada extremo (Siegler et al., 2009). Este tipo de estimación ha 
sido considerada principalmente por psicólogos al indagar en el 
desarrollo del pensamiento matemático y la identificación de di- 
ficultades de aprendizaje (Sayer et al., 2020). Se destaca su im- 
portancia como fuerte predictor de posteriores dificultades en el 
aprendizaje de las matemáticas (Andersson y Ostergren, 2012) y 
del rendimiento en matemáticas a lo largo de la educación obli- 
gatoria (Simms et al., 2016). 

En este trabajo distinguimos un uso adicional del término es- 
timación en contextos probabilísticos para denominar la asigna- 
ción subjetiva de la probabilidad de ocurrencia de un suceso de 
un fenómeno probabilístico a partir del conocimiento y expe- 
riencia previa del sujeto. En estos casos se da una estimación de 
tipo cualitativo de la probabilidad de ocurrencia de un suceso 
empleando términos tales como posible, imposible, seguro, poco 
posible/probable, muy posible/probable. No obstante, también pue- 
den asignarse probabilidades a sucesos haciendo corresponder 
un valor numérico entre O y 1 o situar los sucesos sobre un gráfi- 
co, mostrando la escala de la probabilidad. En la literatura sobre 
estimación no hemos encontrado mención de este término. Sí 
aparece en trabajos relativos a la introducción a la probabilidad 
como contenido del currículo de Educación Primaria (p. ej.: Gó- 
mez-Torres et al., 2014) y también en el currículo, como vere- 
mos más adelante, al proponerse una iniciación intuitiva al cál- 
culo de probabilidades de un suceso. 
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3. Metodología 


Empleamos el análisis documental como herramienta de obten- 
ción de información cualitativa. Para la realización de este análisis 
comparativo de normativas curriculares tomamos como referen- 
cia el Real Decreto 126/2014, de 28 de febrero, por el que se esta- 
blece el currículo básico de la Educación Primaria (BOE de 1 de 
marzo de 2014) y el currículo de tres comunidades autónomas: 
Madrid, Castilla-León y Andalucía, que lo han desarrollado me- 
diante los Decretos: Decreto 89/2014, de 24 de julio, del Consejo 
de Gobierno, por el que se establece para la Comunidad de Ma- 
drid el currículo de la Educación Primaria (BOCM de 25 de julio 
de 2014), Decreto 26/2016, de 21 de julio, por el que se establece 
el currículo y se regula la implantación, evaluación y desarrollo de 
la Educación Primaria en la comunidad de Castilla y León (BOCyL 
de 25 de julio de 2016) y Decreto 97/2015, de 3 de marzo, por el 
que se establece la ordenación y las enseñanzas correspondientes 
a la Educación Primaria en la comunidad autónoma de Andalucía 
(BOJA de 13 de marzo de 2015), respectivamente. Estos docu- 
mentos son públicos y de libre acceso a través de Internet. 

Se ha hecho un análisis cualitativo del concepto de estimación 
consistente en identificar términos relacionados en los cuatro 
documentos, marcando segmentos de texto. Es decir, se ha com- 
probado si los documentos recogen palabras y términos vincula- 
dos a las diferentes dimensiones de estimación antes descritas, 
lo que realmente equivale a la comprobación de la hipótesis de 
que en las normativas legislativas de la enseñanza-aprendizaje 
de las Matemáticas en Educación Primaria en España son explíci- 
tas las cinco formas de estimación. 


4. Resultados y discusión 


Los resultados de los análisis se presentan considerando indi- 
vidualmente cada uno de los documentos analizados y toman- 
do como referencia los elementos curriculares definidos en la 
LOMCGCE: objetivos, contenidos, criterios de evaluación, estánda- 
res de aprendizaje evaluables, competencias y metodología. 

El grado de concreción de los contenidos y su secuenciación 
por curso académico es similar en los documentos analizados. 
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No obstante, se identifican planteamientos diferenciados: el 
Ministerio no distribuye los contenidos por cursos o ciclos, An- 
dalucía opta por una secuenciación en tres Ciclos de dos cursos 
académicos, mientras que Madrid y Castilla y León lo hacen 
distinguiendo por cursos. En todos los documentos los conteni- 
dos son presentados en relación con los criterios de evaluación. 
Respecto a dichos criterios y a los estándares de aprendizaje 
evaluables, su grado de concreción es diverso en las tres admi- 
nistraciones. 

En relación con las competencias, el planteamiento seguido 
por las administraciones autonómicas a la hora de elaborar sus 
documentos curriculares difiere. Andalucía ha introducido los 
estándares de aprendizaje evaluables que contribuyen a su con- 
secución, a diferencia de Madrid y Castilla y León, que no con- 
cretan acciones específicas para su desarrollo desde las áreas. 

Las tres normativas autonómicas presentan un apartado espe- 
cífico de orientaciones metodológicas en el que se detallan direc- 
trices didácticas o metodológicas para el desarrollo, pero, ade- 
más, Andalucía especifica estas orientaciones por bloques de 
contenidos. El Decreto andaluz tiene una estructura única que 
no presentan los demás, el Desarrollo Curricular del área, donde 
para cada criterio de evaluación se detallan en una tabla: orienta- 
ciones y ejemplificaciones para la evaluación; objetivos del área 
para la etapa; contenidos, indicando el bloque correspondiente; 
competencias clave relacionadas con el criterio de evaluación y 
los indicadores para hacer esa evaluación. 

A continuación, presentamos el análisis de la presencia de las 
diferentes formas de estimación en cada uno de los documentos. 


4.1. Currículo nacional 


En este documento encontramos menciones al término estima- 
ción tanto en su desarrollo, concretamente al exponerse los obje- 
tivos generales de la etapa, como en la parte del anexo relativa al 
área de matemáticas en la que, estructurados en bloques, se or- 
ganizan los contenidos y se relacionan con criterios de evalua- 
ción y estándares de aprendizaje evaluables. 

Los objetivos generales que se enuncian para esta etapa se re- 
cogen idénticos en todos los documentos que organizan el cu- 
rrículo a nivel regional en los tres casos analizados. Uno de estos 
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objetivos generales recoge la primera mención del término esti- 
mación que aparece en el documento: 


Desarrollar las competencias matemáticas básicas e iniciarse en la 
resolución de problemas que requieran la realización de operacio- 
nes elementales de cálculo, conocimientos geométricos y estimacio- 
nes, así como ser capaces de aplicarlos a las situaciones de su vida 
cotidiana. (p. 19354) 


Ello explicita la importancia que tiene para el legislador el 
concepto de estimación, que se repite en el apartado de introduc- 
ción del área de matemáticas exponiendo el valor instrumental 
de las matemáticas para conocer y estructurar la realidad, anali- 
zarla y obtener información para valorarla y tomar decisiones, 
destacando la estimación como medio para ello y como vía para 
obtener información efectiva. Se establece que los objetivos ge- 
nerales del área van encaminados a desarrollar las competencias 
matemáticas e iniciarse en la resolución de problemas que re- 
quieran la realización de operaciones elementales de cálculo, co- 
nocimientos geométricos y estimaciones, así como ser capaces 
de aplicarlos a las situaciones de su vida cotidiana. El legislador 
insiste en que para lograr una verdadera alfabetización numérica 
no basta con dominar los algoritmos de cálculo escrito. 

Posteriormente, observamos que la estimación tiene presen- 
cia en cuatro de los cinco bloques en que se estructuran los con- 
tenidos, concretamente: bloque 1 de procesos, métodos y actitu- 
des en matemáticas; bloque 2 de números; bloque 3 de medida 
y bloque 5 de estadística y probabilidad. En el primer bloque, 
aparece en dos estándares de aprendizaje evaluables que refieren 
a realizar estimaciones sobre los resultados esperados, contras- 
tando su validez y valorando su utilidad y eficacia. En el bloque 
de números se menciona la estimación como contenido y en dos 
criterios de evaluación. Dichas menciones refieren a la estima- 
ción como procedimiento de cálculo junto a los algoritmos es- 
critos, el cálculo mental, el tanteo y la calculadora. En los conte- 
nidos también se incluye el redondeo de números naturales (a 
las decenas, centenas y millares) y decimales (a la décima, centé- 
sima o milésima más cercana). En los estándares de aprendizaje 
evaluables de este bloque se recoge la acción de estimar (en dos 
de ellos) y redondear números naturales o decimales o resulta- 
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dos (en tres de ellos). También se hace mención de la recta nu- 
mérica como representación gráfica a emplear para ordenar nú- 
meros enteros, decimales y fracciones básicas. En el bloque de 
medida el contenido estimación de medidas se establece como 
primer paso para la medida efectiva tras elegir la unidad (con- 
vencional o no) más adecuada: «Estimación de longitudes, capa- 
cidades, masas, superficies y volúmenes de objetos y espacios 
conocidos; elección de la unidad y de los instrumentos más ade- 
cuados para medir y expresar una medida». También se recoge 
así en dos de los criterios de evaluación y en uno de los estánda- 
res de aprendizaje evaluables, en referencia siempre a las magni- 
tudes longitud, superficie, peso/masa, capacidad y tiempo. En el 
bloque de estadística y probabilidad, en relación con los conte- 
nidos «Carácter aleatorio de algunas experiencias» e «Iniciación 
intuitiva al cálculo de probabilidades de un suceso», se identifica 
un criterio de evaluación y un estándar de aprendizaje en los que 
aparece el término estimación en relación con algunos juegos 
(monedas, dados, cartas, lotería) y el uso de la experiencia del 
sujeto para interpretar si los resultados son posibles, imposibles, 
seguros o más o menos probables. 


4.2. Currículo de Madrid 


En este documento se precisa que los contenidos, criterios de 
evaluación y estándares de aprendizaje evaluables para toda la 
etapa de Educación Primaria son los propuestos en el Real Decre- 
to 126/2014 estatal. La Comunidad de Madrid complementa los 
contenidos, los une a los estándares de aprendizaje, y los distri- 
buye por cada uno de los seis cursos, salvo los relativos al bloque 
de contenidos de procesos, métodos y actitudes en matemáticas 
que los reitera tal cual aparecen en la propuesta del Ministerio. 
En el desarrollo de orientaciones metodológicas para la asig- 
natura de matemáticas se destaca el carácter instrumental de las 
matemáticas. No se incluye aquí el término estimación, pero si se 
alude a la capacidad de «comprobar si es correcta la solución 
hallada» en el contexto de la resolución de problemas. El térmi- 
no estimación aparece por primera vez en cuarto curso, dentro 
del bloque de números, en el contenido «estima mentalmente el 
orden de magnitud del resultado de una operación». en quinto 
curso se incluyen otros contenidos relacionados con la estima- 
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ción: redondeo de números naturales menores que un millón, el 
redondeo de decimales al número natural más cercano y redon- 
deo de una fracción al ser expresada en forma decimal. Estos 
contenidos se amplían en sexto curso considerándose el redon- 
deo de números naturales superiores al millón, de números de- 
cimales de hasta cuatro cifras decimales aproximando a la déci- 
ma, centésima o milésima más cercana y la expresión decimal 
de una fracción hasta las milésimas. En este bloque se menciona 
la colocación de números decimales en una recta graduada a 
partir de cuarto curso, que interpretamos como una recta numé- 
rica. En quinto curso se amplía este contenido trasladándolo a 
un soporte físico («material asequible») para la construcción de 
reglas graduadas a partir de otras sin graduar en las que se hayan 
señalado previamente el O y el 1. En el bloque de medida encon- 
tramos desde primer curso ciertas referencias a la estimación, 
aunque no se emplea este término. Se incluyen como conteni- 
dos el reconocimiento de referentes para las unidades de medi- 
da metro, centímetro y kilogramo y a comparación perceptiva 
de capacidades. En este curso se propone iniciar la medida em- 
pleando unidades no estándares que conduzcan a un valor apro- 
ximado. En segundo curso se añade como contenido la compa- 
ración perceptiva del peso de varios objetos. En cuarto curso 
aparece un contenido propiamente de estimación, concretamen- 
te del área de una superficie dada en una cuadrícula. En relación 
con el uso y cálculo con monedas, se incluye la realización men- 
tal de sumas de precios con céntimos y multiplicaciones por un 
número natural, redondeando a euros. En el último curso de la 
etapa es cuando se propone abordar de forma completa la esti- 
mación de longitudes, capacidades, pesos, superficies y volúme- 
nes de objetos y espacios conocidos. En este curso también se 
incluye, dentro del bloque de estadística y probabilidad, la ini- 
ciación intuitiva al cálculo de la probabilidad de un suceso que 
se concreta en dos contenidos: «Identifica la probabilidad de un 
resultado de un experimento aleatorio con la confianza en que 
suceda, en una escala de O a 1» y «Realiza conjeturas y estimacio- 
nes sobre los resultados de algunos juegos (monedas, dados, 
cartas, etc.)». 


14. Presencia de diferentes formas de estimación en el currículo de Educación Primaria | 277 


4.3. Currículo de Castilla y León 


En el apartado relativo a la asignatura de Matemáticas se destaca 
la relevancia de esta área para el desarrollo cognitivo y el apren- 
dizaje de ciertas destrezas, entre ellas la estimación, y la impor- 
tancia de que el alumno alcance una eficaz capacidad de alfabe- 
tización numérica a través de situaciones de aprendizaje en las 
que procedimientos como la comparación, estimación y el cálcu- 
lo mental o escrito sean esenciales. 

En el documento encontramos menciones explícitas a la esti- 
mación en el cálculo y la medida, no así a la estimación de canti- 
dades ni a la estimación en la recta numérica. Sí se recoge en el 
currículo la recta numérica como contenido a tratar, concretamen- 
teen 1.9, 4.9, 5.2 y 6.9, Dentro de los estándares de aprendizaje 
evaluables del bloque de números en todos los cursos se incluye el 
uso de esta representación gráfica para ordenar diferentes tipos de 
números; concretamente, número naturales de hasta dos cifras en 
primer curso, hasta tres cifras en segundo curso y hasta cinco cifras 
en tercer curso, en quinto curso se amplía a los decimales y frac- 
ciones básicas y en sexto se incluyen también los números enteros. 

El bloque de procesos, métodos y actitudes en matemáticas no 
se refiere explícitamente a la estimación hasta que no desglosa y 
puntualiza los estándares de aprendizaje evaluables, refiriéndose a 
la estimación directamente o a «predicciones» sobre los resultados. 

En los contenidos del bloque de números se trata el concepto 
de redondeo de números naturales a las decenas, centenas y mi- 
llares y redondeo de números decimales a la décima, centésima 
o milésima más cercana y un ítem genérico denominado «Esti- 
mación de resultados». En los criterios de evaluación de este blo- 
que se mencionan diferentes procedimientos de cálculo, seña- 
lando el tanteo y la estimación como dos de ellos, requiriéndose 
hacer uso en cada caso del más adecuado. Asimismo, se identifi- 
can varios estándares de aprendizaje evaluables que refieren a 
estimar resultados de cálculos y al redondeo de números deci- 
males a la décima, centésima o milésima más cercana. 

En el bloque de medida se incluye como contenido la estima- 
ción de longitudes, capacidades, masas, superficies y volúmenes 
de objetos y espacios conocidos. En dos criterios de evaluación se 
menciona la estimación como un paso previo a la selección de 
instrumentos y unidades de medida para medir longitud, capaci- 
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dad, masa y tiempo en contextos reales, para obtener previsiones 
razonables de los resultados de la medición. En los estándares de 
aprendizaje se insiste en esta misma idea añadiendo la necesidad 
de explicar el proceso seguido y la estrategia empleada. Se habla de 
realizar mediciones en situaciones diversas y partir de unidades 
corporales, arbitrarias, antes de pasar a la medida normalizada. 
Esto, pese a que no se menciona explícitamente, puede considerarse 
una estimación en medida o realización de aproximaciones antes 
de medir directamente con instrumentos y unidades normalizados. 

En el bloque de estadística y probabilidad encontramos ele- 
mentos relativos al cálculo a priori inexacto de la probabilidad de 
ocurrencia de un suceso. Concretamente, en los contenidos se 
habla de «iniciación intuitiva al cálculo de la probabilidad de un 
suceso» y en los criterios de evaluación a «hacer estimaciones ba- 
sadas en las experiencias», distinguiendo sucesos imposibles, su- 
cesos casi seguros o que se repiten, siendo más o menos proba- 
ble esta repetición, en situaciones sencillas en las que intervenga 
el azar. En los estándares de aprendizaje evaluables se concreta 
más aún el contexto en el que realizar estas estimaciones refi- 
riendo a juegos (monedas, dados, cartas, lotería...). 

En la distribución por cursos podemos ver cosas más concre- 
tas, aunque pueden resultar un poco repetitivas. La idea de esti- 
mación, tanto en medida de magnitudes continuas como en el 
bloque de probabilidad, va tomando cuerpo y fuerza al ir au- 
mentando el contenido y poder hacer las estimaciones con ma- 
yor fundamentación. Hablando de cálculo, en todos los cursos de 
1.2 a 6.2 se habla de «estimar el resultado mediante diferentes 
estrategias» y en 3.9 se añade a la frase anterior la valoración so- 
bre si la respuesta es razonable. Hay que destacar que en 4.9 cur- 
so aparece de forma explícita el uso de las propiedades de las 
Operaciones, pero también de estrategias personales y diferentes 
procedimientos para realizar un cálculo, y dentro de estos proce- 
dimientos distingue entre el cálculo mental, los algoritmos escri- 
tos, el tanteo y la estimación. En el caso del bloque de medida, la 
palabra estimación aparece en segundo, pero en primer curso se 
proponen estándares relevantes, como la comparación entre ob- 
jetos y la medida no estandarizada, pasos previos al trabajo de la 
estimación que se propone a partir del siguiente curso. A partir 
de tercero, con el manejo cada vez más seguro del sistema métri- 
co decimal, los contenidos, criterios y estándares se decantan 
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más hacia una medida exacta. Sin embargo, en la información 
que se incluye en las tablas, se sigue apreciando el interés por la 
comparación entre figuras y la estimación de magnitudes lo que 
permite al alumno realizar una reflexión previa y tener una vi- 
sión más acertada sobre el resultado que puede obtener antes de 
realizar un cálculo exacto numérico a través de una fórmula. 

En el bloque de estadística y probabilidad, la estimación apa- 
rece asociada a juegos en los que no hay una certeza sobre el re- 
sultado. Esta aparece únicamente a partir de 3%, primero como 
idea de suceso seguro, imposible, y luego centrándose en las 
«conjeturas», que podría tomarse como un sinónimo de estima- 
ción. En 5.9 curso no observamos ninguna apreciación, ni en crite- 
rios de evaluación, ni en estándares, aunque sí que consideramos 
que aparece en los contenidos como una «iniciación intuitiva», lo 
cual puede servir de ayuda para las conjeturas y estimaciones que 
deben realizar los alumnos. 


4.4. Currículo de Andalucía 


En la introducción correspondiente al área de matemáticas reite- 
ra las consideraciones sobre el valor instrumental de las matemá- 
ticas que se enumeran en el citado decreto, refiriendo a la estima- 
ción como una de las herramientas a emplear para tomar deci- 
siones (junto a la deducción, la inducción, la aproximación, etc.) 
y para obtener información efectiva. En relación con el bloque 
de números, se insiste en que para lograr una verdadera alfabeti- 
zación numérica no basta con dominar los algoritmos de cálculo 
escrito, se precisa también desarrollar estrategias de cálculo men- 
tal y aproximativo. 


Interesa principalmente la habilidad para el cálculo con diferentes 
procedimientos y la decisión en cada caso sobre el que sea más ade- 
cuado. A lo largo de la etapa, se pretende que el alumnado calcule 
con fluidez y haga estimaciones razonables, tratando de lograr un 
equilibrio entre comprensión conceptual y competencia en el cálcu- 
lo. (p. 310) 


Las estrategias de estimación en el cálculo son destacadas 
también como necesarias para el adecuado desarrollo del bloque 
de medida. 
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En las orientaciones metodológicas para la enseñanza-apren- 
dizaje de las Matemáticas en esta etapa se menciona de forma 
reiterada la estimación. Se indica que interesa principalmente la 
habilidad para el cálculo con diferentes procedimientos y la de- 
cisión en cada caso de cuál es el más adecuado. A lo largo de la 
etapa se pretende que el alumnado calcule con fluidez y haga 
estimaciones razonables, especialmente cuando se cuantifican 
magnitudes y en contextos reales. Se trabaja la estimación y la 
medida en el contexto de problemas en los que la elección ade- 
cuada de las unidades, la aproximación del resultado y la estima- 
ción del error tienen especial importancia, y la realización de 
mediciones de diferentes magnitudes y en diferentes contextos 
llevará al manejo de un número progresivamente mayor de uni- 
dades, a la elección de unidad y a la idea de aproximación. 

De los ocho objetivos que se enumeran para el área, tres ha- 
cen referencia a la estimación: uno de ellos relativo al cálculo 
aproximativo en el contexto de situaciones reales que requieren 
operaciones elementales; el segundo relativo a la medida utili- 
zando el término «hacer previsiones razonables» al escoger los 
instrumentos de medida más pertinentes en cada caso; el tercer 
objetivo, relativo a interpretar los fenómenos ambientales y so- 
ciales del entorno, no se refiere a estimar explícitamente, pero sí 
aparece relacionado con la estimación de la probabilidad de 
ocurrencia de sucesos en fenómenos aleatorios en juegos con 
monedas, dados, cartas o lotería. 

En el currículo de Andalucía, el bloque de procesos, métodos 
y actitudes matemáticas se ha formulado con la intención de que 
sea la columna vertebral del resto de los bloques y de esta mane- 
ra forme parte del quehacer diario en el aula para trabajar el res- 
to de los contenidos. La idea de estimación aparece como una 
estrategia heurística: desarrollo de estrategias personales para re- 
solver problemas e investigaciones, aproximar mediante ensayo 
y error, estimar el resultado, reformular el problema, utilizar ta- 
blas, relacionar con problemas afines, realizar esquemas y gráfi- 
cos, empezar por el final. 

Observamos que la estimación tiene presencia en tres bloques: 
números, medida y estadística y probabilidad. En el bloque de 
números, los contenidos en los tres ciclos se estructuran de forma 
cíclica ampliando los conjuntos de números y el cálculo mental y 
aproximado, redondeo y la estimación del resultado de operacio- 


14. Presencia de diferentes formas de estimación en el currículo de Educación Primaria | 281 


nes. En el primer ciclo ya se indican criterios de estimación tanto 
para el redondeo de números naturales hasta tres cifras y su re- 
presentación en la recta numérica como para el cálculo aproxi- 
mado de operaciones de sumas y restas En el segundo ciclo se in- 
troduce por primera vez el uso de la recta numérica para repre- 
sentar fracciones. En el tercer ciclo se amplía el redondeo a tareas 
de porcentajes (redes numéricas) y series numéricas, donde, ade- 
más, se pide la explicación oral del proceso seguido en la realiza- 
ción de cálculos mentales. Uno de los indicadores de evaluación 
es que el estudiante decida, según la naturaleza del cálculo, el 
procedimiento a utilizar (mental, algorítmico, tanteo, estima- 
ción, calculadora), explicando con claridad el proceso seguido. 

El contenido de estimaciones en medidas se introduce en el 
bloque de medida desde el primer ciclo con la búsqueda y utili- 
zación de estrategias personales para realizar mediciones del en- 
torno cercano, con dos de los tres indicadores de evaluación 
concernientes a estimaciones. En orientaciones metodológicas se 
recoge que hay que reflexionar en la idea de unidad convencio- 
nal como unidad-patrón acordada como garantía de exactitud y 
que el desarrollo de proyectos basados en tareas facilitará la inte- 
gración de actividades de estimación y medida. 

En el bloque de estadística y probabilidad del tercer ciclo se 
insiste en el carácter aleatorio de algunas experiencias: constatar, 
en situaciones de la vida cotidiana, que hay sucesos imposibles, 
sucesos que con casi toda seguridad se producen, o que se repi- 
ten, siendo más o menos probable esta repetición y hacer esti- 
maciones basadas en la experiencia sobre el resultado (posible, 
imposible, seguro, más o menos probable) de situaciones en las 
que intervenga el azar y comprobar dicho resultado. 


5. Conclusiones 


Los currículos analizados consideran la estimación como objeti- 
vo general de etapa de Educación Primaria. Encontramos en 
ellos referencias a la estimación en cálculo, en medida y la esti- 
mación de probabilidades, estando ausente la estimación de 
cantidades. Aun así, en el marco de cada uno de los currículos 
analizados este último tipo estimación tiene cabida en el aula 
por medio de tareas de modelización (tales como los problemas 
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de estimación de grandes cantidades destacados por Ferrando y 
Albarracín, 2021) que contribuyen a evidenciar la aplicabilidad 
de los contenidos del currículo en la vida cotidiana y promover 
la motivación, comprensión y retención en el aprendizaje. 

En relación con la estimación en el cálculo, el uso de diferentes 
estrategias de estimación del resultado de una operación sencilla 
se presenta como criterio de evaluación en diversos niveles (en 
Andalucía se introduce en el primer ciclo, mientras que en Castilla 
y León en el segundo ciclo y Madrid no lo establece); sin embargo, 
la única estrategia que se presenta es el redondeo, ya sea de núme- 
ros naturales a las decenas, centenas y millares, ya de los decimales 
a las décimas, centésimas o milésimas más cercanas. Consideran- 
do la información que aparece en el documento de Castilla y 
León, parece que a la estimación que se está refiriendo es esencial- 
mente la relativa al cálculo. En el currículo andaluz, en las orienta- 
ciones metodológicas destaca la estimación y la aproximación 
como estrategias para entender la realidad y que una verdadera al- 
fabetización numérica, como se recoge en el currículo nacional, 
no se consigue solo con dominar los algoritmos de cálculo escrito. 

En el caso de la estimación en medida, aparece en todos los 
documentos analizados, primero como estimación de magnitu- 
des asociadas directamente a la geometría como longitudes, su- 
perficies y volúmenes, trabajo previo a la elección de la unidad 
propicia para hacer la medición concreta. Antes de usar unidades 
normalizadas, se induce al uso de unidades informales, que pue- 
den conducir a una apropiación de la magnitud. Este aspecto se- 
ría muy interesante de analizar en actividades concretas y libros 
de texto, ya que la percepción general es que, en los temas relati- 
vos a medida, en las aulas se apuesta más por la aplicación direc- 
ta de fórmulas, lo que no deja de ser un trabajo puramente arit- 
mético, delegando a un segundo plano, cuando no ignorando 
completamente, el trabajo de estimación precisado antes, tan 
útil en un aprendizaje basado en la resolución de problemas. 

La estimación de la probabilidad se menciona de forma explí- 
cita en los currículos analizados en relación con juegos u otras 
situaciones familiares para iniciar a los estudiantes en el cálculo 
de probabilidades, de forma intuitiva, a partir de sus experien- 
cias previas. Se pide la expresión de dicha estimación de forma 
cualitativa, salvo en el caso de Madrid, en que se pide cuantitati- 
vamente con valores entre 0 y 1. 
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Solo en el caso del currículo de Madrid, se reconoce cierta 
presencia de la estimación en la recta numérica al pedir la cons- 
trucción de reglas graduadas dando como referencias ubicación 
del 0 y el 1, si bien en todos los currículo analizados se incluyen 
contenidos relativos a situar números en una recta numérica, 
precisándose en algunos casos su utilidad: ordenar diferentes ti- 
pos de números (currículo nacional, el andaluz y el castellano- 
leonés), promover la comprensión e inicio del cálculo con nú- 
meros naturales como racionales (currículo andaluz). 

Las ausencias detectadas coinciden con las observadas en es- 
tudios previos sobre análisis similares de los currículos de los 
países del Reino Unido (Andrews et al., 2021) y de Dinamarca, 
Noruega y Suecia (Sunde et al., 2022), y se encuentran relaciona- 
das con los tipos de estimación que probablemente presentan 
menor aplicación en la vida cotidiana, pero que la literatura 
(p. ej.: Simms et al., 2016) destaca como relevantes por su im- 
pacto en el posterior aprendizaje de las matemáticas. Se hace ne- 
cesario analizar los currículos del resto de las autonomías para 
contrastar los resultados obtenidos en este trabajo. Y, dado que 
«los libros de texto determinan la práctica de la enseñanza más 
que los decretos de los distintos gobiernos» (Schubring, 1987, 
p. 41), es necesario complementar estos análisis con el de los li- 
bros de texto de Educación Primaria. 
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Evaluando la comprensión de la 
estimación en medida: una propuesta 
desde el modelo OMIUM 


Assessing understanding of estimation in 
measurement: a proposal from the OMIUM model 


VERÓNICA A. QUINTANILLA Y JESÚS GALLARDO 
Universidad de Málaga 


Resumen 

En este trabajo abordamos la problemática de la evaluación de la estimación 
en medida desde la perspectiva de un modelo operativo para la interpretación 
de la comprensión en matemáticas (OMIUM). El modelo incluye un método 
cualitativo para evaluar la comprensión de los estudiantes a partir de los dis- 
tintos usos dados al conocimiento matemático. Lo aplicamos en un estudio 
empírico con maestros en formación, enfrentados a una tarea cuya resolución 
requiere estimar la medida de una superficie irregular. Los resultados obteni- 
dos ponen de manifiesto el empleo amplio y variado, en un mismo episodio, de 
conocimientos, relaciones y estrategias vinculadas con la estimación. Como 
conclusión, sugerimos centrar la evaluación en los aspectos positivos de la 
comprensión de los estudiantes, a través de los usos apropiados y pertinentes 
que estos hacen del conocimiento matemático. 


Palabras clave: comprensión, estimación, evaluación, maestros en formación, 
medida 


Abstract 

In this paper we address the problem of assessing estimation in measurement 
from the perspective of an operative model for interpreting understanding in 
mathematics (OMIUM). The model includes a qualitative method for assessing 
students' understanding based on the different uses given to mathematical 
knowledge. We applied it in an empirical study with pre-service teachers, con- 
fronted with a task whose resolution requires estimating the measure of an 
irregular surface. The results obtained show the wide and varied use, in the 
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same episode, of knowledge, relations and strategies related to estimation. In 
conclusion, we suggest focusing the assessment on the positive aspects of un- 
derstanding, through the appropriate and relevant uses of mathematical 
knowledge. 


Keywords: assessment, estimation, understanding, measurement, pre-service 
teachers 


1. Introducción 


Una de las principales dificultades asociadas con la estimación 
en medida está relacionada con su evaluación en el aula de ma- 
temáticas. Hace más de una década, Segovia y Castro (2009) 
concretaban esta dificultad a través del siguiente interrogante: 
«¿Cuál es la forma más adecuada de evaluar las producciones de 
los alumnos en estimación?» (p. 522). Algunos años antes, Frías 
et al. (2001) ya advertían sobre lo inapropiado que resulta utilizar 
el error cometido al estimar como criterio de evaluación y, como 
alternativa para evaluar el desempeño de los escolares, propo- 
nían explorar otras relaciones cuantitativas entre la medida real 
de la magnitud y el valor aproximado dado en la estimación. En 
este trabajo, retomamos esta cuestión para abordarla, de manera 
complementaria, desde una perspectiva cualitativa. En concreto, 
presentamos una propuesta de evaluación basada en la caracteri- 
zación de la comprensión de los estudiantes a partir de los dis- 
tintos conocimientos, relaciones y estrategias que utilizan cuan- 
do realizan estimaciones en actividades de medida. 

En los últimos años, venimos trabajando en un modelo ope- 
rativo (Operative Model for Interpreting Understanding in Mathema- 
tics [OMIUM] ) para abordar en la práctica la complejidad de los 
procesos interpretativos involucrados en la comprensión en ma- 
temáticas (Gallardo et al., 2013; 2014; Gallardo y Quintanilla, 
2016; 2019; Quintanilla y Gallardo, 2021). El modelo incorpora 
un método específico para observar e interpretar la comprensión 
a través de los usos del conocimiento matemático. En este traba- 
jo aplicamos dicho método en un estudio empírico con maes- 
tros en formación involucrados en la resolución de una activi- 
dad de estimación de la medida de una superficie irregular. La 
evaluación realizada desde esta perspectiva nos permite delimi- 
tar lo que los estudiantes comprenden y cómo lo comprenden al 
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estimar, a través de lo que son capaces de hacer con el conoci- 
miento matemático. También identificamos en cada caso posibi- 
lidades concretas de mejora para la comprensión de la estima- 
ción en medida. 


2. Comprensión de la estimación en medida 


En términos genéricos, la estimación en medida suele asumirse 
como la valoración del resultado de una medición sin ayuda de 
instrumentos (Segovia y Castro, 2009). Su aprendizaje con com- 
prensión está íntimamente vinculado con el desarrollo del senti- 
do de la medida, al poner en juego distintos conocimientos, pro- 
cesos y propiedades básicas involucradas en la acción de medir, 
como la identificación de la magnitud y sus características, la se- 
lección de unidades, el uso de referentes o la aplicación de estra- 
tegias como la comparación o la descomposición/recomposi- 
ción (Segovia y De Castro, 2013; Moreno et al., 2015). 

La importancia de garantizar una enseñanza para la compren- 
sión de la estimación en los distintos niveles educativos suele 
justificarse por razones prácticas y formativas. Por una parte, la 
estimación posee un evidente valor práctico para los estudiantes, 
pues les permite responder con el uso del conocimiento mate- 
mático a ciertas necesidades del mundo real. En particular, facili- 
ta los procesos de medición en la vida cotidiana mediante la 
construcción de relaciones entre los objetos del entorno y las dis- 
tintas unidades de medida (Moreno et al., 2015; Segovia y De 
Castro, 2013). La estimación también contribuye a la formación 
de los estudiantes, al tratarse de un proceso que requiere el uso 
del razonamiento y la comunicación matemática, el dominio en 
la aplicación de estrategias fundamentales de medida y una capa- 
cidad para conectar ámbitos como la geometría y la aritmética. 

La evaluación de la comprensión de los escolares al estimar 
en medida puede enfocarse hacia las maneras insuficientes o in- 
correctas de utilizar el conocimiento matemático y a la caracterl- 
zación de los distintos tipos de errores cometidos. La percepción 
equivocada de la magnitud, el empleo de unidades no adecua- 
das, la conversión incorrecta de unidades de medida o la ausen- 
cia de unidades de medida para expresar el resultado son algu- 
nos de los errores frecuentes entre los estudiantes. Sin embargo, 
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esta evaluación, así planteada, puede ampliarse si dirigimos la 
atención hacia los modos pertinentes de uso de los principales 
conocimientos matemáticos que intervienen en la estimación en 
medida. Si adoptamos este punto de vista positivo, trabajos 
como los de Segovia y Castro (2009) y Segovia y De Castro 
(2013) nos ayudan a identificar los distintos aspectos relaciona- 
dos con el propio proceso de estimación, que también pueden 
ser considerados para la evaluación como indicadores favorables 
de la comprensión de los estudiantes. Algunos de estos aspectos 
representativos son los siguientes: a) identificar situaciones pro- 
blemáticas en las que no es posible realizar, o bien no requieren, 
una medida exacta para su resolución; b) reconocer que la esti- 
mación es un procedimiento por el que se obtienen valores 
aproximados; c) determinar el orden de magnitud correcto y se- 
leccionar unidades de medida adecuadas; d) aceptar y reformu- 
lar diferentes estrategias de estimación; e) valorar posibles resul- 
tados y refinar valores aproximados distintos; f) decidir cuándo 
una estimación es aceptable. Además, tal como subrayan estos 
mismos autores, estos últimos aspectos están vinculados con la 
precisión al estimar, la cual depende de la propia magnitud y de 
la forma y posición en la que se presenta el objeto a medir. Tam- 
bién depende de quién realiza la estimación, mejorando con la 
edad y la práctica. En nuestra propuesta de evaluación, tomare- 
mos en consideración estos aspectos reseñados relacionados con 
la actividad de estimar como referencia para poner en valor lo 
que los estudiantes comprenden acerca de la estimación en me- 
dida, a partir de los distintos usos dados al conocimiento mate- 
mático en la resolución de una tarea concreta de estimación. 


3. Un modelo operativo para la interpretación 
de la comprensión en matemáticas 


En esta sección, exponemos una breve síntesis de las principales 
bases teórico-metodológicas que configuran nuestro modelo 
para la interpretación de la comprensión en matemáticas, prove- 
nientes de las cuatro dimensiones relacionadas que dicho mode- 
lo exhibe en la actualidad (fenómeno-epistemológica, herme- 
néutica, socioafectiva y ética). 
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3.1. Bases teóricas 


Consideramos que la comprensión del conocimiento matemáti- 
co demanda unas exigencias intelectuales necesariamente vincu- 
ladas a la esfera cognitiva de quien la desarrolla. No obstante, la 
complejidad relativa al funcionamiento cognitivo aconseja 
adoptar un enfoque funcional en el estudio de la comprensión. 
En lugar de aclarar su naturaleza interna, nos parece más operati- 
vo destinar esfuerzos a explorar las condiciones que posibilitan 
la comprensión, a través de los requerimientos impuestos por la 
resolución de las situaciones problemáticas vinculadas a los dis- 
tintos conocimientos matemáticos puestos en uso. 

En el OMIUM apostamos por esta funcionalidad al reconocer 
que la comprensión de un conocimiento matemático está ligada 
a las experiencias matemáticas que se producen a través de las 
situaciones en las que interviene dicho conocimiento como me- 
dio de resolución. En este sentido, los estudiantes manifiestan 
una cierta comprensión en relación con un conocimiento mate- 
mático concreto cuando, ante situaciones de desequilibrio cog- 
nitivo que deciden voluntariamente abordar, elaboran y emiten 
a su satisfacción respuestas adaptadas donde hacen un uso signi- 
ficativo (libre, consciente e intencional) de este conocimiento. 
Esto conlleva analizar la situación, interpretar la información 
disponible, determinar la conveniencia de intervenir y actuar en 
consecuencia fabricando una respuesta donde tiene cabida el 
empleo del conocimiento matemático en cuestión, valorar la in- 
tervención en términos de efectividad y adecuación de esta a la 
situación de interacción vivida y decidir finalizar la intervención 
o continuarla retomando algunos pasos del proceso. Así pues, 
concebimos la comprensión en matemáticas como una activi- 
dad intelectual que capacita al individuo para elaborar respues- 
tas observables, adaptadas y contextualizadas que involucran la 
utilización registrable e interpretable del conocimiento matemá- 
tico. El aprendizaje surge como consecuencia de esta compren- 
sión, ligada a la funcionalidad del conocimiento matemático. 
Por ello, afirmamos que un individuo comprende un conoci- 
miento matemático si es capaz de emplearlo, en alguna de sus 
formas posibles, en aquellas situaciones en las que tenga sentido 
y contribuya como medio de resolución (Gallardo et al., 2014; 
Gallardo y Quintanilla, 2016). 
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Esta visión funcional de la comprensión incorpora un punto 
de vista particular sobre el propio conocimiento matemático. 
Por una parte, los conocimientos matemáticos no siempre se 
utilizan del mismo modo y son los componentes caracterizado- 
res de su estructura epistemológica los que establecen en cada 
caso los distintos requisitos condicionantes de su empleo inten- 
cionado por parte del individuo. Por otra parte, las situaciones 
matemáticas demandan la identificación de aquellos conoci- 
mientos matemáticos susceptibles de poderse emplear en ellas, 
en alguna de sus formas posibles, como medio de resolución, así 
como la decisión sobre cuál conocimiento matemático emplear, 
y de qué modo, entre las posibilidades identificadas previamen- 
te. La consideración conjunta de ambos aspectos nos permite 
percibir una relación de conocimientos matemáticos y situa- 
ciones asociadas, conectados entre sí mediante vínculos episte- 
mológicos (conocimiento-conocimiento) y fenomenológicos 
(conocimiento-situación) (Gallardo et al., 2013, 2014). 


3.2. Bases metodológicas 


El OMIUM incluye un método cíclico para el diagnóstico y la 
evaluación de la comprensión del conocimiento matemático, 
denominado círculo hermenéutico de la comprensión en matemáti- 
cas (Gallardo y Quintanilla, 2019; Quintanilla y Gallardo, 
2021), constituido por cuatro planos por los que el intérprete/ 
evaluador debe transitar. En el plano cognitivo, ubicamos a la 
comprensión matemática, como actividad intelectual del estu- 
diante que le capacita para elaborar respuestas que involucran el 
uso de conocimientos matemáticos específicos. En el plano se- 
miótico registramos en diferentes sistemas de representación las 
diversas evidencias observables de la actividad matemática reali- 
zada por el alumno. La capacidad para elaborar respuestas que 
involucran el uso de conocimientos matemáticos específicos se 
muestra a través de distintos registros externos que son los depo- 
sitarios de los rastros genuinos de comprensión del estudiante. 
La identificación de dichos rastros por parte del intérprete se lle- 
va a cabo en este primer plano. A continuación, la interpretación 
prosigue en el plano fenómeno-epistemológico, centrada en la carac- 
terización de los usos del conocimiento matemático identifica- 
dos en los registros previos y puestos en juego por el estudiante 
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durante la experiencia matemática. Aquí buscamos referencias ex- 
ternas centradas en el actuar, más allá del registro observable lite- 
ral. Para ello, nos servimos de análisis fenómeno-epistemológicos 
del propio conocimiento matemático objeto de comprensión 
o de la situación problemática planteada. Finalmente, en el plano 
dialógico el estudiante recupera su papel protagónico involucrán- 
dose de manera directa y real junto con el intérprete en los pro- 
cesos interpretativos de su propia comprensión matemática. 
Este, por su parte, comparte sus hallazgos con aquel, en térmi- 
nos de discrepancias, posibles obstáculos o incongruencias iden- 
tificadas en los planos interpretativos previos. La interpretación 
requiere ahora la elaboración de nuevas narrativas personales 
por parte del alumno. Este plano ofrece un entorno común pro- 
picio para el discurso, la discusión crítica y el intercambio nece- 
sario con el que buscamos alcanzar en última instancia el con- 
sentimiento con el otro (Gallardo y Quintanilla, 2016, 2019). 


4. Metodología 


En la práctica, contrastamos la idoneidad de nuestro modelo in- 
terpretativo realizando un estudio empírico cualitativo donde 
aplicamos el círculo hermenéutico en el ámbito de la medida 
con maestros en formación. 


4.1. Muestra y contexto de aula 


En la investigación participaron 20 estudiantes voluntarios de 
cuarto curso del Grado en Maestro en Educación Primaria de la 
Universidad de Málaga, que cursaban la asignatura Didáctica de 
la Medida durante el segundo cuatrimestre del curso académico 
2017-2018. Estos participantes organizados en parejas configu- 
ran la muestra del estudio empírico realizado. Es la propia inves- 
tigadora principal de la investigación la que ejerció de profesora 
de la asignatura. Los alumnos de la muestra participaron en las 
diferentes actividades planteadas en su aula ordinaria, en el ho- 
rario habitual de clase y con el resto de los compañeros del gru- 
po. El estudio transcurrió a lo largo de nueve semanas, entre los 
meses de marzo y mayo de 2018, durante las dos horas semana- 
les de práctica de la asignatura. 


15. Evaluando la comprensión de la estimación en medida | 293 


4.2. Tarea matemática 


Se plantearon a las parejas cinco tareas del ámbito de la medida 
en forma de práctica de aula. La selección se efectuó tomando 
cada tarea representativa de las distintas fases por las que transita 
el proceso de fundamentación matemática de la medida de mag- 
nitudes, según la propuesta de González y Gómez (2011) adop- 
tada en la asignatura. En esencia, este proceso requiere identifi- 
cación de magnitudes, conservación y comparación de cantida- 
des de magnitud, elección de unidades de medida, cuantificación 
y uso de instrumentos de medida, y aritmetización. Son tareas 
no equivalentes cuya resolución conjunta nos permite caracteri- 
zar la comprensión de la medida que poseen los maestros en 
formación. En este trabajo, ilustramos la aplicación de nuestra 
propuesta interpretativa en el estudio empírico realizado a partir 
de los registros generados por tres parejas diferentes al resolver 
una de las tareas empleadas, centrada en la estimación de medi- 
da de superficie (figura 1). 


¿Cuánto mide la superficie de la mano? 


Figura 1. Tarea de estimación de medida de una superficie irregular (González y 
Gómez, 2011, p. 370). 


La resolución de la tarea permite el uso de procesos básicos 
de medida. Una opción podría ser considerar la cuadrícula como 
intermediario, identificar el cuadrado como unidad de medida, 
iterar dicha unidad para pavimentar la superficie de la mano y 
relacionar el número de unidades empleadas en la medida con 
el área total de la superficie. También cabe la posibilidad de em- 
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plear estrategias que conjugan la comparación con procesos de 
descomposición/recomposición de la mano en partes que se ase- 
mejen a polígonos regulares (p. ej.: cuadrados o rectángulos). En 
todo caso, el resultado del proceso de medición será una aproxi- 
mación, teniendo en cuenta las líneas curvas que delimitan la 
forma irregular de la figura. 


4.3. Fases e instrumentos 


La interpretación de la comprensión de cada pareja de maestros 
se desarrolla en dos fases consecutivas en las que empleamos di- 
ferentes instrumentos de recogida de datos. 


e Fase 1: resolución conjunta de tareas. Cada pareja resuelve las 
distintas tareas planteadas de manera colaborativa, procuran- 
do buscar estrategias, procedimientos y resultados comunes. 
En esta fase, caracterizamos los usos dados a los conocimien- 
tos matemáticos desplegados durante la resolución de las ta- 
reas (planos semiótico y fenómeno-epistemológico del círcu- 
lo hermenéutico). También identificamos información rele- 
vante sobre el desempeño matemático del alumno obtenida 
de modo aún insuficiente, posibles obstáculos o incoheren- 
cias o posibilidades inesperadas de resolución. Toda la activi- 
dad matemática desarrollada se graba en audio y vídeo. El re- 
gistro observable generado se compone de producciones es- 
critas y diálogo transcrito. 

e Fase 2: búsqueda del consentimiento con el otro. Se lleva a 
cabo de forma individual una entrevista conversacional en la 
que se solicita a cada estudiante una narrativa verbal sobre los 
conocimientos matemáticos empleados durante la resolución 
de las tareas. La investigadora, por su parte, comparte sus ha- 
llazgos a partir de los resultados obtenidos en la fase anterior 
y presenta una interpretación de la actividad matemática del 
alumno con el propósito de alcanzar el consentimiento con 
él en lo relativo a los usos dados a los conocimientos mate- 
máticos (plano dialógico). Cada entrevista realizada se graba 
en audio y su transcripción genera el segundo de los registros 
escritos empleados en la obtención de datos. 
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4.4. Análisis e interpretación de datos 


En los planos semiótico y fenómeno-epistemológico del círculo 
buscamos identificar rastros de la comprensión matemática des- 
plegada por los participantes y, con base en ellos, describir los 
usos dados a los diferentes conocimientos matemáticos puestos 
en juego. Para esta labor, utilizamos como referencia el análisis 
fenómeno-epistemológico previo aplicado sobre la tarea, donde 
explicitamos los conocimientos, relaciones y estrategias funda- 
mentales que pueden intervenir en su resolución (tabla 1). Lo 
hacemos tomando en consideración la información específica 
sobre comprensión de la estimación en medida reseñada en los 
antecedentes descritos en el trabajo. En el plano dialógico del 
círculo, por su parte, contrastamos la actividad matemática de 
los protagonistas durante el episodio, establecemos sus relacio- 
nes con los usos dados al conocimiento matemático y estructu- 
ramos las conclusiones sobre su comprensión en torno a la esti- 
mación. 


Tabla 1. Análisis fenómeno-epistemológico de la tarea de estimación. 


Conocimientos Atributos medibles, magnitud superficie, orden de magni- 

matemáticos tud, área como cantidad de superficie, unidad de superficie 
(cuadrado), submúltiplos de la unidad, referente (figura 
geométrica), valor aproximado, precisión. 


Relaciones Medida y geometría, medida y aritmética, área y superficie, 
superficie de distintas figuras geométricas básicas (equiva- 
lencia), líneas rectas y curvas, distintas unidades de medida, 
unidad y figura, unidad y referentes (presentes y ausentes), 
valor numérico de la medida y unidad utilizada. 


Estrategias Comparar superficies, seleccionar unidades de medida, ite- 
rar unidades, pavimentar superficies con una unidad, des- 
componer/recomponer, modificar la figura, utilizar referen- 
tes, emplear fórmulas, cuantificar, acotar el resultado entre 
valores, aproximar, valorar la idoneidad del resultado, 
compensar y refinar la medida obtenida, reformular y con- 
siderar otras estrategias de estimación. 
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5. Resultados 


Las parejas de maestros en formación se enfrentaron de manera 
conjunta a la resolución de la tarea de estimación de la superficie 
de la mano. En cada episodio, los registros obtenidos nos pro- 
porcionaron distintas evidencias sobre los usos dados a los co- 
nocimientos matemáticos, a partir de los cuales caracterizamos 
la comprensión de los estudiantes. 


5.1. Sobre la comprensión de El y E2 


Planos semiótico y fenómeno-epistemológico 

La estrategia de medida de esta pareja se basa en comparar la 
cantidad a estimar con un referente ausente aproximadamente 
igual. En este caso, los alumnos buscan circunscribir la mano en 
un pentágono (sobreestimación), cuya área les parece más fácil 
calcular y, de este modo, aportar al menos un valor aproximado 
de la medida exacta de la superficie (figura 2). 

Al inicio de la resolución, El sugiere a su compañero utilizar 
la simetría que ella percibe al observar y trazar líneas imaginarias 
sobre la superficie de su propia mano. E2, mientras tanto, reco- 
noce que pavimentar la superficie tomando como unidad de 
medida el cuadrado de la cuadrícula no resulta una estrategia 
efectiva para aplicar en la mano, argumentando que, debido a su 
contorno curvo e irregular, no podrá completar trozos de la figu- 
ra con el cuadrado. 


El: Podemos decir que la mano tiene una simetría [observa su 
mano]. 


E 
f 


Conclusión: | 144 
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Figura 2. Registro escrito de El y E2. 
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E2: Tenemos nuestros cuadraditos, pero al ser irregular ya no es como 
antes. Aquí, es que no podemos hacer eso. Aunque tú digas, meto 
un pedazo aquí, ya nos está quedando un cachito vacío. 


El pretende generar, a partir de su simetría (equivocada), po- 
lígonos de área aproximada a la de la superficie de la mano. 
Aunque E2 duda sobre cuánto puede ayudar realmente esta es- 
trategia en la búsqueda de una solución, finalmente expresa su 
acuerdo con su compañera sobre la pertinencia de aplicarla. 
Convenida la elección del pentágono como referente, ambos es- 
tudiantes reconocen que solo podrán obtener una aproximación 
del valor exacto de la medida de la superficie. 


El: Creo que podríamos ejecutar simetría. 

E2: Pero estamos en las mismas. Haces una simetría y ahora cómo 
calculamos esto [risas]. ¡Es que es irregular! 

El: Una vez que hemos hecho la simetría, podríamos hacer... a lo 
mejor... un polígono de cuatro lados irregular. 

E2: Tenemos un pentágono. Ahora, que sea un pentágono regular, 
no. Regular creo que no es, ni en broma, vamos. Sabemos que 
el resultado que nos da no es exacto, ya que hay partes que se 
encuentran dentro del polígono que no tienen... 

El: Que no está rellenada la mano. 

E2: Y, por lo tanto, lo que tenemos es una aproximación. Yo creo 
que una... exactitud no se puede obtener. Creo. 


Finalmente, acuerdan estimar la medida de la superficie de la 
mano a través de un procedimiento indirecto, aunque no llegan 
a desarrollar en la práctica el cálculo del área de los cuadriláteros 
irregulares trazados ni del pentágono asociado (p. ej.: mediante 
el uso de fórmulas conocidas) y tampoco proporcionan una so- 
lución numérica a la tarea. 


El: Esa es la conclusión final a la que hemos llegado. Una vez que 
hemos buscado la simetría, hemos visto que ya teníamos un 
polígono de cuatro lados irregular, a cada lado. Esto nos ha lle- 
vado a ver que podíamos observar un pentágono... 

E2: Y ya obtendríamos una superficie aproximada de la mano, por 
lo tanto, al conocer el pentágono. 
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En la tabla 2 resumimos los principales resultados obtenidos 
sobre la comprensión de la estimación por parte de El y E2 tras 
el recorrido por los planos semiótico y fenómeno-epistemológi- 
co del círculo. 


Tabla 2. Interpretación de la comprensión de El y E2 


Conocimientos Superficie, unidad de superficie, cuadrilátero, pentágono. 
matemáticos 


Relaciones Medida y geometría, unidad y referente, figuras geométri- 
cas básicas. 


Estrategias Comparar con referentes ausentes aproximados, medir de 
forma indirecta, uso de analogías, descomponer, reformu- 
lar la estimación. 


Plano dialógico 

En la fase de búsqueda de consentimiento con El y E2, obtene- 
mos confirmación sobre la pertinencia de utilizar la estrategia de 
pavimentar la figura a partir de la cuadrícula base. Inicialmente, 
los contornos curvos de la mano disuadieron a El de considerar 
la estrategia de recubrir la figura descomponiendo/recompo- 
niendo con el cuadrado unidad. No obstante, en esta segunda 
fase ambos reconocen esta opción como forma válida de obte- 
ner un valor aproximado de la medida exacta de la superficie, 
aunque, por su complejidad, no la llevan a la práctica. 


Ll [Tras sugerirle pavimentar la superficie de la mano usando la 
cuadrícula y tomando el cuadrado como unidad] ¿Crees que 
esta estrategia pudo haber funcionado? 

El: Sí, pero en aproximación. Porque no rellenamos el cuadrado ente- 
ro. Este medio y medio, podemos hacerlo así y hubiéramos pues- 
to tantos cuadrados. Dándole a cada cuadrado el valor de uno. 

E2: Sí. Metiéndolo en una cuadrícula, sí. Claro, este metido en la 
cuadrícula, contando los cuadraditos... sí. Podría tener la medi- 
da. Porque es verdad que aquí sería aproximadamente medio 
triángulo, aquí... ¡ufff! Claro, es que también hay partes que no 
tenemos ni uno ni medio. No tengo ni medio ni uno... 


En relación con la aproximación, la pareja otorga validez a las 
respuestas aproximadas al estimar la medida de superficies irre- 
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gulares. Reconocen que la posible medida resultante no es exac- 
ta, pero sí adecuada. Aun así, al no proporcionar una solución 
concreta al problema, no sienten la necesidad de valorar la ido- 
neidad de la precisión en la estimación realizada ni comprobar 
la coherencia del resultado obtenido. 


El: No se podían dar medidas exactas, porque una mano es irregu- 
lar. Entonces, aquí tenemos que trabajar con la aproximación. 

I: Si das una respuesta aproximada, ¿es correcta? 

E2: Claro. Al medir puede dar una aproximación de lo que mide el 
área de la mano. Se da la aproximación y puedes despreciar 
algo. 


5.2. Sobre la comprensión de E3 y E4 


Planos semiótico y fenómeno-epistemológico 

Esta pareja utiliza como estrategia principal la comparación de 
la cantidad a estimar con un referente presente aproximadamen- 
te igual. Encierran la mano en un rectángulo inicial, que trazan 
usando la cuadrícula base, y calculan su área de manera indirecta 
mediante la correspondiente fórmula. Repiten el proceso con un 
segundo rectángulo, buscando mayor precisión en la estimación 


(figura 3). 


Conclusión: 
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Figura 3. Registro escrito de E3 y E4. 


El contorno irregular de la mano motivó que E3 y E4 descarta- 
ran de inicio la estrategia de medición directa por descomposición/ 
recomposición de la figura y pavimentación con el cuadrado 
unidad, que ya habían utilizado con éxito en la resolución de 
tareas previas. Como alternativa, las estudiantes inician la reso- 
lución trazando un rectángulo de dimensiones 5 x 6 y tomando 
el cuadrado de la cuadrícula como unidad de superficie. Calcu- 
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lan su área de manera exacta mediante la fórmula conocida 
(base x altura). Al mismo tiempo, cuentan y marcan los cuadra- 
dos que consideran vacíos y restan su área del valor total obteni- 
do para el rectángulo. 


E3: Mira: 1, 2, 3, 4, 5 y 6. 30 menos 6, 24. A ver, estas de aquí eran 
cinco, ¿no? Y esto de aquí es 6, ¿no? Entonces, sí. Es 6, ya está 
[cuadrados sin parte de la mano]. 

E4: 5 por 6 serían 30 cuadraditos [rectángulo que contiene la mano] 
y si le quitamos este, este y este, porque es como que le sobra 
mucho, pues serían 30 menos 6, 24. 


Tras esta primera aproximación, E3 y E4 centran la atención 
en la cuestión de la precisión de la estimación realizada. Recono- 
cen que la medida no puede ser exacta y discuten sobre la perti- 
nencia del valor obtenido como aproximación de la superficie a 
partir de la cuadrícula. 


E3: Pero nosotras estamos cogiendo como referencia los rectángu- 
los, cuando podemos coger otros, ¿no? 

E4: ¿Qué vas a coger? ¿Triángulos? Es que como está la cuadrícula, 
vamos a usar la cuadrícula. 

E3: ¿Tiene que ser exacto? 

E4: No lo puedes saber exacto. Más o menos a ojo, puedes tomar 
como referencia los cuadrados, pero no puedes saber con... Tú 
coges tu mano y no puedes calcular... 

E3: Sí, pero es que, al ser redondo, no van a encajar. 

E4: 24 cuadraditos. 


A pesar del convencimiento de E4, las dudas planteadas por 
E3 sobre lo realizado hasta ahora abre nuevas posibilidades en 
la resolución de la tarea. Al percibir que el movimiento de la 
mano es una transformación que deja invariante a la superfi- 
cie, proponen un nuevo rectángulo como referente para cir- 
cunscribir la mano, ahora cerrada, de una manera más ajusta- 
da. El cálculo del área de este segundo rectángulo, también a 
través de la fórmula y con el cuadrado como unidad, genera 
otra medida aproximada, aunque más precisa, de la superficie 
de la mano. 
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E3: Es que no me convence, soy muy cabezona. Es que si tú coges 
estos dedos, si los cierras, si tú coges y la cierras [la mano], esto 
mide lo mismo que esto. Sería... 1, 2, 3, 4, 5 y 6. Serían 6 cua- 
drados metiendo dos dedos en cada fila, ¿no? Ahora mismo, 
aquí serían 6 cuadraditos. 

E4: Mira, yo voy a hacer el rectángulo entero, ¿vale? Sería este rectán- 
gulo entero lo que ocuparía la mano cerrada completamente con 
el dedo pulgar. El dedo pulgar, cuando tú lo cierras, se subiría 
aquí. O sea, si pongo la mano recta, entonces entraría dentro de 
esto, con la mano cerrada y el pulgar, de manera que el pulgar esté 
pegado al índice y el dedo meñique estaría dentro del rectángulo. 

E3: Pues este rectángulo. 

E4: Sería la superficie. 

E3: Sería: 1, 2, 3 [base] y 1, 2, 3, 4, 5 y 6 [altura]. 3 por 6, 18. 


En la tabla 3 exponemos las principales evidencias de com- 
prensión manifestadas por E3 y E4 durante la resolución de la 
tarea. 


Tabla 3. Interpretación de la comprensión de E3 y E4. 


Conocimientos Magnitud superficie, área como cantidad de superficie, 

matemáticos unidad de medida de superficie, comparación de unida- 
des, figuras geométricas básicas (cuadrado y rectángulo), 
fórmula del área del rectángulo, precisión. 


Relaciones Área y superficie, figuras geométricas básicas, unidad y re- 
ferente, transformaciones invariantes de la medida. 


Estrategias Comparar con referentes presentes, elegir la unidad, modi- 
ficar la figura, aproximar, emplear fórmulas, cuantificar, 
refinar la medida. 


Plano dialógico 

En esta ocasión, buscamos el consentimiento con E3 y E4 en lo 
relativo a su opción de plantear un nuevo proceso de medición 
para alcanzar mayor precisión en la estimación. También dialo- 
gamos sobre la razón por la que buscan esta precisión, que pare- 
ce estar relacionada con una creencia escolar sobre la necesidad 
de proporcionar respuestas exactas. En sus explicaciones, encon- 
tramos indicios de una falta de reconocimiento de la aproxima- 
ción como valor legítimo de medida. 
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E3: No estaba de acuerdo con E4, porque ella me decía de quitar los 
cuadraditos estos que son los que sobran. Pero es que aquí tam- 
bién lo cubre un poquito. Yo me miraba mi mano y miraba el 
papel. En un momento, dije: ¡anda! La superficie no va a cam- 
biar y me imaginé un rectángulo, quitando, cortando. 

E4: Cuando ella dijo: si cerramos la mano, todo este espacio desa- 
parecería. Yo dije: vale, llevas razón [risas]. Ya lo pensamos así y 
lo reducimos. Por eso, creo que pusimos 24 cuadrados y al final 
se quedó en 18. Y lo que es el total, pienso que sería más exacto 
dentro de lo inexacto que es eso [risas]. 

TI: ¿Es una medida aproximada? 

E4: Sí. Totalmente aproximada. 

I: ¿Eso es bueno o malo? 

E4: Por lo general, siempre que nos han preguntado de pequeñas, 
tienes que decir la respuesta que es, a menos que te digan «apro- 
xima». Entonces, cuando te preguntan algo, tienes que decir la 
verdad absoluta. Porque si aproximas, es como que pierde cre- 
dibilidad lo que estás diciendo. 


5.3. Sobre la comprensión de E5 y E6 


[A3 y 4/2 | 


Figura 4. Registro escrito de E5 y E6. 


Planos semiótico y fenómeno-epistemológico 
Esta pareja estima la superficie empleando como estrategia prin- 
cipal la descomposición/recomposición de la figura en partes di- 
ferentes. En concreto, los estudiantes recubren la mano comple- 
tando cuadrados a ojo, que usan como unidad de superficie, y 
proporcionan como resultado aproximado el número total de 
cuadrados completados (figura 5). 

Como primera aproximación a la resolución de la tarea, E5 
plantea restar al área del cuadrado total que delimita la figura, el 
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de la superficie exterior de la mano, constituida por cuadrados 
sin partes de mano (estrategia de comparación con referentes 
presentes). Sin embargo, de inmediato desvían la atención hacia 
la estrategia sugerida por E6 de completar la figura con el cua- 
drado unidad, componiendo/recomponiendo partes diferentes 
de la figura (dedos, palma...). 


E5: Creo que tiene que ver algo con contar también el área de fuera 
y luego la restamos con la de dentro, algo así. O sea, la superfi- 
cie de fuera. O sea, cuál es el total y cuánto ocupa cada parte. Es 
un poco complicado, porque aquí tenemos esto... 

E6: Ya... Aquí, si te pones a buscar alguno que sea parecido, por 
ejemplo, este hueco de aquí, ¿no? Intentar buscar algún trozo 
que entre aquí. Que, por ejemplo, podría ser este, fácilmente. 
Este dedo sí entra aquí. Más o menos, aproximadamente, ¿sabes? 


A partir de aquí, E5 y E6 van trazando cuadrados y rectángu- 
los (uniendo cuadrados) sobre la cuadrícula base, en horizontal 
y vertical. Etiquetan con 1 las partes conjuntas que perciben 
como cuadrados completos. Esta labor la llevan a cabo visual- 
mente, de manera imprecisa y siempre aproximada (lo que ellos 
denominan «por intuición plástica»). 


E5: Ya por ahí hay algo... Por ejemplo, mira toda esta parte, de aquí 
a aquí, en teoría, tiene que ser la misma. Estos dos cuadrados 
tienen que ser exactamente iguales. 

E6: O sea, que serían la mitad y sería un cuadrado completo. 

E5: Claro. Mira, esta parte de la mano. Esto es uno. O sea, son dos. 

E6: Vale, sí. Porque aquí también le falta un trocito. 

E5: Claro. Más o menos por ahí se puede sacar eso. 

EG: Mira, el dedo, por ejemplo. Este cuadrado lo puedes llenar con 
este trocito. 

E5: Sí. Porque también aquí le falta un poco. Y aquí otro poco. Por 
eso sería un cuadrado solo. 


E5 y E6 concluyen la resolución asignando 1/2 al área del ex- 
tremo del pulgar y sumando todos los cuadrados completos que 
logran etiquetar. Obtienen como medida final 13,5 cuadrados 
unidad. 
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E5: Mira, por ejemplo, con estos tres dedos de arriba. Lo que serían 
las yemas de los tres dedos de arriba. Los tres cuadrados, ¿ves? 
Se podría rellenar un cuadrado entero. 

E6: Sí. 

E5: Falta la yema del dedo gordo, esa es la que puede ser medio 
cuadrado. 

E6: Puede ser medio. Entonces, en total tendríamos uno... Sí, uno, 
dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve, diez, doce, trece. 
Trece y medio. Es que otra forma... 


En la tabla 4 caracterizamos la comprensión de E5 y E6 por 
los principales usos dados a los conocimientos matemáticos, re- 
laciones y estrategias durante la resolución. 


Tabla 4. Interpretación de la comprensión de E5 y E6. 


Conocimientos Superficie, orden de magnitud, unidad de superficie, sub- 
matemáticos múltiplos de la unidad, área, valor aproximado. 


Relaciones Área y superficie, figuras geométricas básicas, unidad y fi- 
gura, valor numérico de la medida y unidad utilizada. 


Estrategias Aproximar, descomponer/recomponer la figura en partes 
diferentes, comparar superficies, cuantificar, sumar partes, 
reformular la estimación. 


Plano dialógico 

En este caso, la búsqueda de consentimiento gira en torno a la 
estrategia de estimación empleada por E5 y E6, así como a la 
principal dificultad encontrada en la tarea. Confirman su opción 
de descomponer/recomponer la figura con el uso del cuadrado 
unidad y ya no vuelven a mencionar la primera alternativa des- 
cartada al inicio de la resolución. La forma irregular de la mano 
los lleva a aplicar su proceso de manera aproximada y, aunque 
perciben defectos al completar la unidad, no se preocupan por 
explorar posibles reajustes o refinamientos que mejoren la preci- 
sión del valor logrado en la medida de la superficie. 


IT: Utilizaste la estrategia de elegir una unidad y contar cuántas ca- 
ben en la superficie, ¿no? 

E6: Sí, básicamente. Estos cuatro de aquí estaban completos. Ahora, 
si juntábamos estos dos, como nos sobraba aquí un cachito, lo 
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podíamos poner aquí y aquí y ya teníamos otros dos cuadrados. 
Después, aquí y aquí, teníamos que había medio y medio, pues 
uno. Con eso, al fin del mundo íbamos nosotros. 

E5: Al ser una mano, no cubre espacios de los cuadrados que a lo 
mejor son distintos. Entonces, a la hora de darle valor 1 a un 
cuadrado para rellenar un cuadrado, si te fijas en el dedo gordo, 
es muy complicado rellenar ese espacio. ¿Con qué lo rellenas? 
Nosotros decíamos: pues con ese y este con este. Así, más o me- 
nos, se saca uno. Y luego, intentar sacar la mayoría de 1 posibles 
para llegar al final, que era lo que te pedía: la superficie. Sí, 
completando a la unidad. 


6. Discusión y conclusión 


El estudio realizado nos ha aportado diversas evidencias favora- 
bles de la comprensión que poseen tres parejas de maestros en 
formación sobre la estimación en medida, a través de los distin- 
tos usos dados a conocimientos matemáticos, relaciones y estra- 
tegias de resolución a lo largo del episodio descrito. En concreto, 
El y E2 identifican la superficie como magnitud, deciden utilizar 
la estimación cuando reconocen que no es posible hacer una 
medida exacta, descomponen la figura en partes que se asemejan 
a polígonos de áreas conocidas (cuadriláteros y pentágono), 
plantean, pese a que no efectúan, el cálculo del área de estos re- 
ferentes, reconocen sin desarrollar otras posibles estrategias de 
medida y asumen el resultado de la medición como una aproxi- 
mación, pero sin valorar su precisión. Por su parte, E3 y E4 
muestran tener comprensión sobre conceptos involucrados en la 
medida de magnitudes, como los de superficie, unidad de medida, 
área del rectángulo o valor aproximado, entre otros. Al estimar, 
también ponen en juego distintas relaciones y procesos básicos, 
como la comparación con figuras geométricas básicas, la elec- 
ción de una unidad de medida pertinente, invariantes de la me- 
dida de superficie, el cálculo de áreas con fórmulas simples o la 
diferencia entre medida exacta y aproximada. Finalmente, E5 y 
E6 también evidencian comprensión sobre distintos aspectos 
vinculados con la estimación en medida, como el reconocimien- 
to de la magnitud superficie, la elección y uso de una unidad 
coherente con la medida a realizar, la aplicación de una estrate- 
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gia específica usual en la medición de superficies curvas o el 
aporte de un resultado concreto, al menos aproximado, del valor 
final de la medida. 

Conscientes de la dificultad que supone alcanzar objetividad 
en la evaluación y de las limitaciones que conlleva valorar la es- 
timación con base en el error, desde la perspectiva del modelo 
OMIUM proponemos, como alternativa, extender la considera- 
ción del desempeño matemático de los escolares y orientar los 
esfuerzos hacia la búsqueda de interpretaciones más justas, que 
reconozcan lo que el estudiante comprende a través de lo que es 
capaz de hacer con el conocimiento matemático. Sugerimos eva- 
luar la comprensión de los estudiantes en términos de los usos 
pertinentes dados a los diferentes conocimientos y procesos in- 
volucrados en la estimación en medida. En los trabajos de Sego- 
via y Castro (2009) y Segovia y De Castro (2013) hemos encon- 
trado una referencia útil para identificar y caracterizar tales usos, 
que dependen de las particularidades de las situaciones de medi- 
da abordadas. En la riqueza y complejidad relativa a la estima- 
ción en medida que detallan estos trabajos, también encontra- 
mos razones para legitimar el desarrollo de propuestas de eva- 
luación como la nuestra, centrada en los aspectos positivos de la 
comprensión en matemáticas. 
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Formative tasks to promote the Measurement 
Sense in Prospective Teacher Education 
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Universidad de Granada 


Resumen 

Se presenta una propuesta de tareas de formación para los futuros docentes 
de Educación Primaria y de Secundaria y Bachillerato. Siguiendo la idea de que 
el profesorado ejerza de matemático para estimular el aprendizaje con signifi- 
cado de sus alumnos, se ha desarrollado una secuencia, de tres tareas para el 
Grado de Primaria y tres para el Máster de Secundaria, que fomenta el trabajo 
matemático del profesorado, su sentido numérico y su conocimiento de la en- 
señanza con relación al concepto de área, superando los saltos en la concep- 
tualización que establecen los currículos de los diferentes niveles educativos. 


Palabras clave: tareas formativas, formación inicial del profesorado, sentido 
de la medida 


Abstract 

A proposal of formative tasks for prospective elementary and high school 
teachers ¡is presented. Following the idea that teachers should act as mathe- 
maticians in order to stimulate their students' meaningful learning, a sequence 
of three tasks has been developed for the elementary school teacher degree 
and three for the secondary school master's degree. These tasks promote 
teachers' mathematical learning, their numerical sense and their pedagogical 
content knowledge in relation to the concept of area, thus overcoming the 
scholar curricula leaps between the different educational levels. 


Keywords: formative tasks, preservice teacher education, measurement sense 
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1. Introducción 


Las aportaciones de Pablo Flores e Isidoro Segovia a la forma- 
ción de futuros profesores! son referentes en las actuales pro- 
puestas docentes tanto del Grado de Primaria como en el Máster 
de Profesorado, especialmente en la Universidad de Granada. 
Sus ideas se han visto reflejadas en los manuales que sirven de 
guía en las asignaturas del módulo de Enseñanza y Aprendizaje 
de las Matemáticas en el Grado en Educación Primaria y en la 
especialidad de Matemáticas del Máster de profesorado de Se- 
cundaria y Bachillerato (Flores y Rico, 2015; Rico y Moreno, 
2016; Segovia y Rico, 2011), y también están recogidas en nu- 
merosas publicaciones sobre formación del profesorado (p. ej.: 
Alfaro et al., 2020; Sánchez et al., 2020). En este trabajo quere- 
mos ahondar en una de sus líneas de trabajo: la relevancia de 
dotar de significado los conceptos matemáticos escolares, espe- 
cialmente con propuestas concretas para que el profesorado re- 
flexione y profundice simultáneamente en sus conocimientos 
matemático y didáctico del contenido escolar. 

Para resaltar esta conexión entre las matemáticas y su didácti- 
ca, nuestro punto de partida son dos trabajos en los que, junto 
con Enrique Castro, Pablo Flores e Isidoro Segovia abordaron la 
relatividad de las fórmulas de cálculo del área de figuras planas 
en general (Castro et al., 1997) y del rectángulo en particular 
(Castro et al., 1996). Estos artículos ejemplifican la idea de «ha- 
cer matemáticas» desde el enfoque de la didáctica de la matemá- 
tica. El propio profesor es quien asume el papel de matemático 
para organizar ideas de demostraciones previas y producir sus 
propias creaciones (demostraciones, propiedades, etc.), con la 
intención de diseñar propuestas de tareas que faciliten la ense- 
ñanza con significado en sus estudiantes. Bajo esta perspectiva, 
los dos trabajos de referencia «aterrizan» la investigación en di- 
dáctica de la matemática en propuestas de actividades para tra- 
bajar en el aula. Nuestra intención en el presente capítulo es pro- 
fundizar en esta idea para diseñar tareas de formación del profe- 
sorado que respondan a las recomendaciones que los profesores 
Flores y Segovia planteaban como líneas de trabajo a desarrollar. 


1. Por cuestiones de extensión, las alusiones a profesor, maestro, alumno, etc., se 
consideran neutras en cuanto al género. 
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Consideramos que, pese al tiempo transcurrido, estas recomen- 
daciones siguen vigentes siempre que se contextualicen dentro 
de los planes de estudio universitarios de formación del profeso- 
rado, los currículos de los diferentes niveles educativos y los 
avances en los fundamentos teóricos asociados. 

En relación con los planes de estudio universitarios, desde la 
incorporación de las universidades españolas al Espacio Euro- 
peo de Educación Superior en 2007, la formación universitaria 
se centra en el desarrollo de competencias. El proyecto Tuning 
Educational Structures in Europe define competencia como: 


[...] una combinación dinámica de atributos, con respecto al cono- 
cimiento, su aplicación, a las actitudes y a las responsabilidades, 
que describen los resultados del aprendizaje de un determinado 
programa, o cómo los estudiantes serán capaces de desenvolverse al 
finalizar el proceso educativo. (González y Wagenaar, 2003, p. 280) 


El enfoque competencial ha sido llevado a la enseñanza de las 
matemáticas por un colectivo de profesores del Departamento de 
Didáctica de la Matemática a través de la noción de sentido mate- 
mático (Flores y Rico, 2015). En el contexto de la formación ini- 
cial del profesorado, se busca que el futuro profesor desarrolle su 
propio sentido matemático mediante la resolución de tareas es- 


( y 
Reconocimiento de cualidades Comprensión del proceso 
comparables y medibles de medir 
Percibir Comparar objetos Agregar Seleccionar Iterar Contar Es 
cualidades por cualidades O sumar la unidad la unidad unidades 
Establecer 3 
cu equivalencias |] Cantidad Medida 


Estimación 


Desarrollo de estrategias 
de estimación 


Estimar 


Figura 1. Componentes del sentido de la medida. Fuente: Moreno et al. (2015). 
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colares, y que este proceso de resolución potencie su competen- 
cia para analizar y diseñar tareas que favorezcan el sentido mate- 
mático de sus futuros estudiantes (Ruiz-Hidalgo et al., 2019). En 
los últimos años se ha avanzado en la caracterización de las com- 
ponentes de los sentidos correspondientes (numérico, espacial, 
de la medida y estocástico) y se han incorporado en las propues- 
tas formativas de los futuros profesores (Flores y Rico, 2015). 

Partiendo de los dos trabajos señalados (Castro et al., 1996; 
1997), focalizaremos nuestra propuesta en el sentido de la medi- 
da. En relación con este sentido matemático, Moreno et al. 
(2015, p. 151) señalaron que: 


Cuando se habla de medir una característica de un objeto son mu- 
chos los conceptos y procedimientos que hay que considerar. La 
comprensión de estos conocimientos que hay que promover en los 
escolares y de sus conexiones muestra el desarrollo del sentido de la 
medida. 


En otras palabras, el sentido de la medida recoge las expecta- 
tivas de aprendizaje involucradas en la medición de magnitudes, 
así como las conexiones entre dichas expectativas. Moreno et al. 
(2015) las organizaron en tres componentes (figura 1): a) reco- 
nocimiento de magnitudes, b) comprensión del proceso de me- 
dir, y c) estimación. Estas componentes aparecen reflejadas en 
distintos aspectos de los currículos actuales, donde se ha resaltado 
el enfoque funcional de la enseñanza de la medida, más allá de 
memorizar y manipular fórmulas. Siguiendo esta línea, recoge- 
mos la idea de Castro et al. (1996) en que planteaban: «¿Qué 
“otras cosas” se pueden hacer, además de saberse las fórmulas de 
memoria y aplicarlas en distintos casos?» (p. 1). Pretendemos 
que nuestra propuesta explote este planteamiento, por lo que es- 
peramos cubrir los siguientes objetivos formativos: 


e Promover que los futuros profesores de Primaria y de Secun- 
daria «hagan matemáticas» con una intención didáctica. 

e Desarrollar su sentido de la medida haciendo hincapié en el 
concepto de área. 

e Potenciar la conexión entre su conocimiento de las nociones 
de medida con el conocimiento sobre la enseñanza de las 
matemáticas. 
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Para alcanzar los objetivos fijados, y de forma previa a la ex- 
posición de las tareas, el trabajo comienza con un recorrido cu- 
rricular sobre los aspectos relativos a medida a través de Prima- 
ria, Secundaria y Bachillerato, poniendo el foco en el concepto 
de área. 


2. Revisión del currículo sobre 
aspectos relativos a medida 


En primer lugar, la Orden de 17 de marzo de 2015 por la que se 
desarrolla el currículo correspondiente a la Educación Primaria 
en Andalucía (2015) incluye un bloque de contenido de medi- 
das para los tres ciclos de este nivel educativo. En los dos prime- 
ros ciclos se incide en las magnitudes longitud, masa y capaci- 
dad, además de las unidades monetarias y de tiempo. Es en el 
tercer ciclo cuando el currículo aborda la medición de superfi- 
cies y de volúmenes con los siguientes contenidos: elección del 
instrumento y de la unidad adecuada a un proceso de medición, 
uso de las unidades del sistema métrico decimal, realización de 
mediciones y estrategias para hacerlo de forma exacta y aproxi- 
mada, estimación de medidas, comparación de superficies por 
superposición, descomposición y medición, sumar y restar me- 
didas, expresión oral del proceso de medición e interés por ser 
preciso en la elección de unidades y en el uso de instrumentos 
de medición. 

En segundo lugar, la Orden de 15 de enero de 2021, por la 
que se desarrolla el currículo correspondiente a la etapa de Edu- 
cación Secundaria Obligatoria en la comunidad autónoma de 
Andalucía (2021) incluye las nociones de medida principalmen- 
te en el bloque de contenidos de Geometría. En 1. de la ESO el 
currículo centra su atención en el cálculo de áreas de figuras pla- 
nas (usando descomposiciones en figuras simples), mientras 
que en 2." de la ESO el foco está en la razón entre medidas de 
figuras semejantes, el cálculo de áreas asociadas a cuerpos 
geométricos y el cálculo de medidas en objetos del mundo físi- 
co. En 3.9 de la ESO las matemáticas académicas no hacen refe- 
rencia explícita a cuestiones de medida, mientras que las aplica- 
das reinciden el cálculo de áreas y perímetros de figuras planas y 
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el de áreas y volúmenes de cuerpos geométricos. En 4." de la 
ESO el currículo incluye la razón entre las medidas de cuerpos 
semejantes y en el cálculo de medidas para resolver problemas 
métricos del mundo físico. 

En tercer lugar, la Orden de 15 de enero de 2021, por la que 
se desarrolla el currículo correspondiente a la etapa de Bachille- 
rato en la comunidad autónoma de Andalucía (2021) lleva los 
contenidos de medida al 2.? curso del Bachillerato. Específica- 
mente, las Matemáticas II de las modalidades de Ciencias inclu- 
yen el cálculo de áreas utilizando la integral definida (bloque de 
Análisis) y el cálculo de ángulos, distancias, áreas y volúmenes 
utilizando las operaciones con vectores (bloque de Geometría). 
Las Matemáticas Aplicadas a las Ciencias Sociales solo hacen re- 
ferencia al cálculo de área a partir de la integral definida. 

En resumen, la revisión curricular evidencia dos saltos impor- 
tantes en la concepción de área: de Primaria a Secundaria se salta 
de la iteración de la unidad al uso de fórmulas, mientras que de 
Secundaria a Bachillerato se salta de las fórmulas a herramientas 
más sofisticadas como la integral o el producto vectorial. Estos 
dos saltos son focos de atención en las tareas que se proponen. 


3. Propuesta de tareas 


Nuestra propuesta se basa en la descripción de tareas de forma- 
ción (Aguayo, 2018), que incluyen una tarea matemática escolar 
que los futuros profesores resuelven y después analizan desde las 
componentes del sentido matemático, para finalmente diseñar 
ellos mismos una tarea de enseñanza (Ruiz-Hidalgo et al., 2019). 
Por cuestiones de extensión, este trabajo se ciñe a la exposición 
de las tareas y su relación con las componentes del sentido de la 
medida. 

Atendiendo a la revisión curricular, las tareas de formación que 
se plantean para los futuros maestros de Primaria enfatizan la re- 
lación entre la medida indirecta, basada en la utilización de fór- 
mulas, con la medida directa obtenida iterando la unidad de 
medida seleccionada. Se espera así estimular la conexión entre el 
conocimiento del contenido sobre medida según la formación 
previa de los futuros maestros de Primaria y el conocimiento 
de la enseñanza que se debe alcanzar en el grado universitario de 
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Educación Primaria. Para los estudiantes del Máster de Profeso- 
rado de Secundaria y Bachillerato, las tareas se centran en la co- 
nexión entre los diferentes conceptos de área reflejadas en el cu- 
rrículo. Buscamos que los futuros profesores reflexionen sobre la 
conexión entre las concepciones de área basadas en iteración de 
la unidad y fórmulas, habituales en Primaria y Secundaria, con 
las nociones de integral definida y de determinante, que aparecen 
en el Bachillerato. Al igual que con los estudiantes del grado de 
Primaria, la reflexión debe potenciar el desarrollo coordinado 
del conocimiento sobre áreas que poseen los futuros profesores 
de Secundaria y Bachillerato y el conocimiento de la enseñanza 
que se persigue en el máster profesionalizador. 


3.1. Tarea 1: elección de unidad y medición 
directa (Grado en Educación Primaria) 


Meta de la tarea: comparar áreas y longitudes de figuras utilizan- 
do medidas directas. 


Gestión: la tarea parte del desafío de encontrar, sin utilizar fór- 
mulas, dos figuras distintas del tangram que tengan igual área y 
perímetro. 

Para responder a esa cuestión, se comienza preguntando: 
«¿Qué figuras tienen la misma área?», «¿Cuánto miden esas áreas 
utilizando como unidad de medida el área del triángulo más pe- 
queño?». Esto permite identificar que el triángulo pequeño es la 
figura con menor área (A), que el cuadrado, el triángulo media- 
no y el paralelogramo tienen área 2A, y que el triángulo grande 
tiene área 44. 

A continuación, se aborda la comparación de los lados de las 
figuras para lo que se plantea la siguiente cuestión: «¿Existe un 
lado de alguna de las figuras que permita «medir» todos los la- 
dos?». Se espera que el uso del teorema de Pitágoras (medida in- 
directa) para el cálculo de la raíz de 2 aparezca como indispensa- 
ble, y se busca mostrar que no es necesario. Para ello, se les pide 
que construyan los cuadrados de la figura 2a, se ilustra que cada 
cuadrado tiene justo la mitad de área que el cuadrado inmedia- 
tamente más grande y se muestra cómo esta relación permite co- 
nocer longitudes de las hipotenusas de los triángulos a partir de 
sus lados. 
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a) 
Ah Longitud / Longitud y21 Longitud 21 Longitud 2421 
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Figura 2. a) Construcción propuesta para estudiar la relación entre los lados; 
b) tabla de longitudes. 


Esto lleva a orientarlos a que utilicen como unidad de longi- 
tud el cateto del triángulo pequeño para medir los lados del res- 
to de las figuras, completando así la tabla que se muestra en la 
figura 2b. Esta tabla y los resultados obtenidos sobre las áreas 
conduce a concluir que el paralelogramo y el triángulo mediano 
son las figuras con la misma área (24) y el mismo perímetro 
(21+ 2/21). Una vez que se realiza la puesta en común de las so- 
luciones propuestas en la tarea escolar, se les plantean tareas de 
análisis y diseño propio de actividades para los niños de Educa- 
ción Primaria. 

En relación con las componentes del sentido de la medida, se 
resalta la conexión entre las capacidades relativas al reconoci- 
miento de cualidades comparables y medibles y el proceso de 
medir. Respecto a la primera capacidad, la tarea promueve que 
los futuros maestros perciban que las magnitudes área y períme- 
tro pueden ser comparadas y medidas independientemente una 
de la otra. En cuanto a la comprensión del proceso de medir, se 
enfatiza que la elección de la unidad de medida requiere poder 
determinar la relación de la cantidad a medir respecto a dicha 
unidad. 

Para fortalecer la conexión de estas componentes, se plantea 
una nueva reflexión que parte de las longitudes encontradas, en 
particular de que el lado del cuadrado «cabe raíz de dos veces» 
en la hipotenusa del triángulo pequeño. Si entendemos ese nú- 
mero de veces que cabe como el número de veces que hay que 
iterar el lado del cuadrado para medir la hipotenusa, llegamos a 
un conflicto de inconmensurabilidad: dado que un número irra- 
cional no se puede expresar como cociente de enteros, «contar la 
unidad» supondría un proceso infinito. Por ejemplo, medir una 
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longitud de raíz de 2 metros supondría contar un metro, luego 4 
decímetros, luego 1 centímetro, etc. 


Figura 3. Usos de A multibase en la presente propuesta: a) Representación 
del cuadrado de lado v/2 / (aproximando yz por 1,4) en la tarea 1; b) Estrategia de 
estimación del área del círculo para la tarea 3. 


Aprovechando esta aproximación, se les pregunta a los futu- 
ros maestros la relación entre «1,4 al cuadrado» con «el área de 
un cuadrado de lado 1,4». Para ello, se parte de la construcción 
que se muestra en la figura 3a, donde se toma el lado de la placa 
10x10 (en el centro de la figura) como unidad de longitud 1l y se 
representa «1,4 al cuadrado» o «un cuadrado de lado 1,4». El 
conteo apropiado de las áreas de la figura 3a pone de manifiesto 
que la longitud 1 + 0,4 «al cuadrado» es igual al área de 1 (placa 
central) + 0,16 (cuadrados de las esquinas) + 0,80 (área de las 
barras), que es igual a 1,96. 


3.2. Tarea 2: obtención de fórmulas desde la 
medición directa (Grado en Educación Primaria) 


Meta de la tarea: relacionar las fórmulas de áreas conocidas con 
el proceso de medida directa. 


Gestión: la tarea comienza preguntando a los futuros maestros 
«cuántas veces cabe la unidad de área» en diferentes figuras: 
a) un rectángulo de dimensiones 2x3, b) un rectángulo de di- 
mensiones (1/2)x(1/3), c) un rectángulo de dimensiones IxY2, 
y d) un cuadrado de lado /2 . La revisión de los procedimientos 
seguidos invita a la cuestión principal: «¿Qué relación existe en- 
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tre el área del rectángulo como “base por altura” con el conteo 
de unidades de medida?» 


Tabla 1. Figuras planas dadas, magnitudes que determinan las fórmulas 
de sus áreas y relaciones esperadas. 


Figura Magnitudes Relación 


Rombo Diagonales El rombo cabe 2 veces en el rectángulo forma- 
do por las diagonales 


Triángulo Base y altura El triángulo cabe 2 veces en el rectángulo for- 
mado por la base y la altura 


Trapecio Suma de las ba- El paralelogramo cabe una vez en el rectángu- 


ses y la altura lo formado por la base y la altura 
Círculo Cuadrado de ra- El cuadrado cabe n veces en el área del círculo 
dio el lado 


Para responder a esas preguntas, se pide a los futuros maestros 
que busquen «cuántas veces caben» diferentes figuras planas den- 
tro del rectángulo determinado por las longitudes que determi- 
nan la fórmula usual de su área, para, así, completar la tabla 1. 


Tabla 2. Figuras propuestas como unidades de medida y subdivisiones su- 


geridas. 

Figura Subdivisiones 

Cuadrado Cuadrados, rectángulos, triángulos rectán- 
gulos. 

Triángulo equilátero Triángulos equiláteros, triángulos rectángulos 


Triángulo rectángulo e isósceles Triángulos semejantes 


Hexágono regular Hexágonos, triángulos equiláteros 


Rectángulo (doble cuadrado) Rectángulos semejantes, cuadrados 


Paralelogramos Paralelogramos semejantes 


La comprensión del proceso de medir iterando y contando la 
unidad lleva asociado un problema de «relleno» de la superficie 
de la figura a medir con la unidad de medida seleccionada. En 
este sentido, la unidad de medida puede valorarse según la facili- 
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dad con la que iteraciones (o subdivisiones) de ella misma «re- 
llenen» el resto de las figuras. Aparece así el problema del relleno 
del plano y la relación con la aproximación y estimación. Se 
plantea a los futuros maestros que valoren las cualidades como 
unidad de área de las figuras que se muestran en la tabla 2, aten- 
diendo al relleno del espacio por ellos mismos y sus subdivisio- 
nes, y que establezcan relaciones entre ellas. La medición directa 
de una figura descomponiéndola en unidades de medida y sus 
divisiones puede resultar un proceso complejo e infinito en al- 
gunos casos. Para abordarlo en relación con la aproximación y la 
estimación, se plantea la tercera tarea de la propuesta. 


3.3. Tarea 3: estimación de Pi a través de medición 
directa (Grado en Educación Primaria) 


Meta de la tarea: estimar y aproximar el área del círculo utilizan- 
do bloques multibase. 


Gestión: la tarea comienza pidiéndoles a los futuros maestros que 
construyan un círculo de radio igual al lado del cuadrado grande 
de los bloques multibase. La pregunta de partida es la siguiente: 
«¿Cuántas veces crees que cabe el cuadrado en dicho círculo? 
¿Por qué?» Con ellas, se pretende estimular las estrategias de esti- 
mación, como cubrir el círculo con cuatro placas o insertar en su 
interior bloques de diferentes tipos para ir dando aproximacio- 
nes por defecto (figura 3b arriba). 

A continuación, se cuestiona qué ocurre cuando en un pro- 
blema se decide «quedarse con dos decimales» para relacionar el 
área del círculo y del cuadrado. Usando los bloques multibase y 
asumiendo como unidad de área la placa (P), tenemos que la 
barra tiene de área 0,1 P, mientras que los cubitos tienen área 
0,01 P. Por tanto, redondear el cálculo del área con dos decima- 
les utilizando la placa como unidad de área es equivalente a re- 
llenar el círculo utilizando cubitos. Así la fórmula del área del 
círculo se interpretaría como «el cuadrado de lado el radio cabe 
3,14 veces en el círculo», es decir, aproximadamente 314 cubitos 
rellenarían el círculo. 
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3.4. Tarea 4: derivación del teorema fundamental 
del cálculo desde la medición directa de 
poligonos (Máster de Profesorado) 


Meta de la tarea: inducir el teorema fundamental del cálculo 
para funciones afines calculando áreas mediante iteración de la 
unidad. 


Gestión: la tarea comienza calculando las áreas de polígonos vin- 
culados a funciones afines, siguiendo la secuencia a)-d) que se 
muestra en la figura 4. En una primera etapa se toman los polí- 
gonos concretos de la figura y las áreas deben obtenerse sin más 
que contabilizar cuadrados o fracciones de cuadrado. En una se- 
gunda etapa se pide a los futuros profesores que induzcan fór- 
mulas, una para cada función, que proporcionen el área del polí- 
gono cuyo lado apoyado en el eje tiene una longitud indetermi- 
nada x. En este momento no se dan pautas sobre cómo hacerlo, 
pero se espera que algunos futuros profesores generalicen los 
resultados obtenidos previamente y otros aprovechen las fórmu- 
las escolares para encontrar las expresiones algebraicas a) 3x, 
b) 9x/2, c) x2/4 y d) x?/2 + x. A continuación, se invita a «deri- 
var las áreas» e identificar en cada caso las derivadas obtenidas 
como las ecuaciones de las rectas que determinan las figuras. Se 
espera, así, que emerja la idea intuitiva de que «la función es la 
derivada del área bajo la función», que invita a la discusión so- 
bre el teorema fundamental del cálculo y cómo este resultado 
aporta razón de ser a la búsqueda de primitivas de funciones 
(cálculo de áreas). 


a) b) c) d) 


Figura 4. Polígonos cuya área se propone calcular al inicio de la tarea 4. Las ecua- 
ciones de las rectas asociadas son: a) y= 3, b) y=9x/2, c) y = x/2, d) y=x+ 1. 
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La tarea continúa solicitando a los futuros profesores una ver- 
sión propia del teorema fundamental del cálculo para funciones 
afines. Para ello, se les pide que revisen el proceso de obtención 
de expresiones algebraicas ya hecho, pero esta vez utilizando 
obligatoriamente las fórmulas escolares habituales. Así, se espera 
que identifiquen las ecuaciones de las rectas como las alturas de 
los polígonos si la longitud de la base es x y que, a partir de esta 
identificación, proporcionen la expresión mx?2/2 + nx para el área 
bajo una recta genérica (siendo m y n la pendiente y ordenada en 
el origen de la recta, respectivamente). Una vez obtenida esta 
fórmula, se elabora en gran grupo un enunciado del teorema 
que refuerce el significado encontrado al cálculo de primitivas. 
Se discuten entonces las conexiones entre el resultado formula- 
do y la regla de Barrow, incidiendo en cómo se ha llegado a ideas 
matemáticas sofisticadas (primitiva de una función) a partir de 
otras más sencillas (iteración de unidad y fórmulas) y enfatizan- 
do que esta conexión podría aprovecharse para la enseñanza del 
cálculo integral. La tarea finaliza solicitando a los futuros profe- 
sores actividades de diseño propio para alumnos de Bachillerato 
con este fin. 


3.5. Tarea 5: obtención de fórmulas para áreas de figuras 
planas usando cálculo integral (Máster de Profesorado) 


Meta de la tarea: obtener fórmulas usuales de áreas de figuras pla- 
nas usando cálculo integral. 


Gestión: se comienza recordando la conexión entre obtención de 
primitivas y el cálculo de áreas desarrollado en la tarea 4. Se plan- 
tea entonces si las fórmulas de cálculo de áreas usuales se pue- 
den obtener a través del cálculo integral. Para responder a esta 
cuestión, se reincide en la relación entre la expresión mx?2/2 + nx, 
obtenida anteriormente, y las fórmulas usuales. Se espera, así, 
que asocien la situación m = O con un rectángulo de base x y al- 
tura n, y la situación n = O con un triángulo de base x y altura mx. 
Esta reflexión pone de manifiesto la importancia de ubicar ade- 
cuadamente la figura de referencia e identificar las longitudes re- 
levantes para el cálculo del área cuando se busca obtener una 
fórmula a partir del cálculo integral. 
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Figura 5. Planteamiento esperado para el cálculo de las áreas de la tarea 5, expre- 
siones integrales asociadas a las áreas de las figuras completas y fórmulas resul- 
tantes. 


A continuación, se proponen diferentes figuras planas y se 
invita a los futuros profesores a que adapten las ideas discutidas 
a diferentes casos particulares. El primero de ellos es un hexágo- 
no regular, sobre el que se busca identificar la ubicación óptima 
de la figura, su apotema (a) y su lado (1, en lugar de su períme- 
tro) como se ilustra en la figura 54. En este caso es necesario 
obtener la ecuación de la recta que pasa por los puntos (0, 1) y 
(a, 1) y escribir la integral definida entre 0 y a correspondiente, 
cuyo resultado multiplicado por cuatro proporciona una expre- 
sión equivalente a la fórmula clásica (figura 5a). La segunda fi- 
gura que se propone es un trapecio isósceles, sobre el que se 
plantea la pertinencia de aprovechar el planteamiento de la ta- 
rea 4 o, por el contrario, ubicar la mitad de la figura según se 
dispone en la figura 5b. Se promueve esta segunda alternativa 
para ilustrar la integración de funciones a trozos, cuya expresión 
para este caso conduce a la fórmula escolar usual. El tercer caso 
que se aborda es el área de un sector circular (figura 5c), que 
conduce a situar el centro del círculo en el origen de coordena- 
das y dar una expresión de la circunferencia de radio r en la que 
la coordenada y se escriba como función de x. De nuevo, el área 
queda descrita por dos integrales indefinidas, cuya resolución 
implica la fórmula habitual. Finalmente, se propone la obten- 
ción del área de un segmento circular, que se plantea como 
muestra la figura 5d, pero cuya resolución presenta una deman- 
da técnica más alta y se deja como problema abierto (quede 
también como ejercicio para el lector interesado). La tarea 5 se 
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cierra discutiendo el interés de obtener las fórmulas conocidas 
para los estudiantes de Secundaria y Bachillerato y la pertinen- 
cia de que el profesorado establezca puentes entre el conoci- 
miento escolar sobre área que es habitual en Secundaria y las 
herramientas novedosas que se presentan en el Bachillerato. Fi- 
nalmente, se solicita a los futuros profesores actividades de 
aprendizaje basadas en estas ideas. 


3.6. Tarea 6: conexión entre concepto de área y 
cálculo de determinantes (Máster de Profesorado) 


Meta de la tarea: mostrar que el área de un paralelogramo plano 
«es» un determinante 2x2. 


c) 


ae 


1 


== A 


B 
Área=|AB|n=|ABI|AD|sen( AB, AD)=|ABx AD] 


o 1 2 3 4 5 6 7 B 9 10 


Figura 6. Secuencia de figuras propuestas para iniciar la tarea 6 (a, b y c). Expre- 
sión del área de un paralelogramo usando trigonometría y su conexión con el pro- 
ducto vectorial en el espacio (a). 


Gestión: la tarea parte del problema de calcular el área de un pa- 
ralelogramo en el plano conociendo las posiciones de sus vérti- 
ces (en lugar de longitudes asociadas a la figura). Para ello, se 
comienza proponiendo a los futuros profesores los casos parti- 
culares sobre retículas que se muestran en la figura 6. En a) y b) 
se esperan estrategias basadas en la iteración de la unidad, pero 
el caso c) evidencia las limitaciones de estas para el caso general. 
A continuación, se pide relacionar el problema planteado con el 
producto de la base por la altura, lo que se espera que desembo- 
que en la fórmula «trigonométrica» mostrada en las dos prime- 
ras igualdades de la figura 6d, o incluso a estrategias basadas en 
la distancia de un punto a una recta. Ambas ideas se reconocerán 
como válidas, pero se demanda un procedimiento de cálculo 
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más sencillo. Para ello, se pregunta a qué recuerda la fórmula 
«trigonométrica», en busca de que emerja la idea de usar el pro- 
ducto vectorial. En ese momento, se hace un inciso donde se re- 
cuerda la definición de producto vectorial de dos vectores u y v 
en el espacio (vector de módulo Jullo[sen(=, v) y perpendicular a u 
y v) y se discute en gran grupo cómo se calcúlan las coordenadas 
de ese vector conocidas las de u y v, lo que lleva a la expresión 
usual para paralelogramos en el espacio, que involucra el cálculo 
de determinantes. 

De vuelta al problema de partida, se recuerda la interpreta- 
ción geométrica del producto vectorial como área de figuras 
en el espacio y se pregunta a los futuros profesores si se po- 
dría aprovechar esta idea para paralelogramos en el plano. Se 
espera que salgan a relucir dos obstáculos: el carácter tridi- 
mensional del producto vectorial y su aparente complejidad, 
que no simplifica los métodos ya discutidos. Ante estos obstácu- 
los, se pide abordar el primero respondiendo a la siguiente 
pregunta: «¿se puede adaptar el producto vectorial a proble- 
mas en el plano?» Se espera que se plantee la interpretación 
del plano como parte del espacio (mediante la identificación del 
punto A(x,y) de R? como Á(x,y,0) de R?) como posible solu- 
ción. Esta idea supone introducir ceros en los cálculos, lo que 
plantea la duda razonable sobre si aplicarla simplifica la fór- 
mula del producto vectorial usual. Se invita a los futuros pro- 
fesores a que comprueben qué ocurre, lo que los lleva a que 
el área del paralelogramo de vértices A, B, C y D es igual a 
det(AB, CD). Se propone la validación de la fórmula usando 
los ejemplos trabajados previamente, se incide en la sencillez 
de la misma y se discute la pertinencia de usar esta fórmula en 
niveles inferiores a Bachillerato y, en general, de trabajar con- 
tenidos escolares cuyo origen no está al alcance de los estu- 
diantes. 

Finalmente, se discute que el volumen de un paralelepípedo 
está asociado a un determinante 3x3 formado por los vectores 
de sus aristas y se les pide que interpreten geométricamente las 
propiedades de los determinantes en función de esta asociación 
volumen-determinante. Por ejemplo, la propiedad de multipli- 
car todas las filas del determinante por 2 se interpreta geométri- 
camente como calcular el volumen de un paralelepípedo en el 
que se han duplicado todos sus lados y, por tanto, el volumen se 
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ha multiplicado por 8. La tarea concluye pidiendo a los futuros 
profesores que diseñen tareas para explotar la conexión área- 
determinante y volumen-determinante. 


4. Conclusiones 


Este capítulo presenta un conjunto de tareas de formación para 
futuros profesores de Primaria y Secundaria con el triple propó- 
sito de que estos hagan trabajo matemático con intenciones di- 
dácticas, desarrollen su sentido de la medida y adquieran cono- 
cimiento para la enseñanza en el proceso. 

Respecto al trabajo matemático con intención didáctica, la 
propuesta recoge la idea de que el profesor asuma el papel de 
matemático para crear conocimiento matemático y estimular el 
de su alumnado. En este sentido, la pregunta «¿qué otras cosas se 
pueden hacer cuando se trabaja la medida?», planteada por Cas- 
tro et al. (2016), se responde mediante tareas que estimulan la 
indagación autónoma, la exploración de casos particulares y 
la generalización, la obtención de fórmulas conocidas y otras no 
conocidas mediante la conexión entre diferentes concepciones 
de área, la generación autónoma de preguntas y discusión sobre 
sus posibles respuestas e incluso la formulación de resultados 
matemáticos propios. 

En cuanto a las componentes del sentido de la medida de los 
futuros profesores (Moreno et al., 2015), las tareas de formación 
descritas promueven la identificación y diferenciación de mag- 
nitudes, la aproximación y la estimación, y la obtención de re- 
sultados de mediciones a partir de diferentes concepciones de 
área: desde iteración directa de la unidad hasta el cálculo inte- 
gral y el uso de determinantes, pasando por las fórmulas escola- 
res usuales. 

En relación con la conexión entre conocimiento del conteni- 
do y conocimiento para la enseñanza, la propuesta busca enfo- 
car la formación del profesorado desde el ejemplo que sirva de 
estímulo al profesorado en formación para fomentar el aprendi- 
zaje con sentido de las matemáticas. En particular, se proporcio- 
nan ideas para superar los saltos en la conceptualización de área 
que plantean los currículos escolares, se fomenta la reflexión so- 
bre la pertinencia de ciertos contenidos y estrategias vinculados 
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al área y se hace hincapié en la importancia de formular adecua- 
damente una situación matemática para favorecer la compren- 
sión de las ideas involucradas. 
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Resumen 

La formación de profesores es una línea de investigación ampliamente trabaja- 
da en educación matemática. En ella se puede encontrar una diversidad de 
enfoques que permiten profundizar en el desarrollo y conocimiento del profe- 
sor, para comprender los procesos implicados en esta profesión. Este capítulo 
muestra los alcances en esta línea, a partir de los aportes teóricos de tesis 
doctorales dirigidas por el profesor Pablo Flores, centradas en la reflexión y el 
conocimiento del profesor. Además, se ilustra cómo estos avances teóricos han 
traspasado fronteras contribuyendo en la formación docente y a la investiga- 
ción en educación matemática en Chile. 


Palabras clave: conocimiento del profesor, reflexión docente, formación de 
profesores, educación matemática 


Abstract 

Teacher training is a widely worked line of research in Mathematics Education. 
In it you can find a diversity of approaches that allow deepening the develop- 
ment and knowledge of the teacher, in order to understand the processes in- 
volved in this profession. This chapter shows the achievements in this line, 
based on the theoretical contributions of doctoral theses directed by Professor 
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Pablo Flores, focused on the reflection and knowledge of the professor. In ad- 
dition, it ¡llustrates how these theoretical advances have crossed borders, con- 
tributing to teacher training and research in Mathematics Education in Chile. 


Keywords: teacher knowledge, teacher reflection, teacher training, mathemat- 
¡cs education 


1. Introducción 


La formación docente es una temática que ocupa un lugar im- 
portante en el desarrollo investigativo dentro del ámbito de la 
Educación, como también en el desarrollo de políticas públicas 
que buscan mejorar la formación inicial docente y las oportuni- 
dades de desarrollo profesional. En Chile, el Ministerio de Edu- 
cación ha desarrollado desde hace más de una década el Progra- 
ma de Fomento a la Calidad de la Formación Inicial de Docen- 
tes, enmarcado en la Ley 20903 que describe un marco de acción 
sobre elementos relativos al desarrollo profesional y la carrera 
docente, considerando ciertas obligatoriedades para las institu- 
ciones formadoras de profesores. Asimismo, se fijan Estándares 
Orientadores para la Formación Inicial Docente que refieren al 
núcleo esencial de conocimientos disciplinarios y pedagógicos 
con que se espera desarrollen los profesionales de la educación 
al finalizar formación inicial (MINEDUC, 2012). 

Estas orientaciones se vinculan con el desarrollo investigati- 
vo en el ámbito de la educación matemática, a partir de un con- 
senso respecto de la importancia de reflexionar e investigar so- 
bre los procesos de formación inicial y la formación continua, 
debido a que la riqueza y solidez de la formación de los profe- 
sores es un elemento clave para el logro del aprendizaje de los 
estudiantes (Darling-Hammond, 2000; Darling-Hammond et al., 
2009). 

Es así como las temáticas de conocimiento de profesor y desa- 
rrollo profesional constituyen dos relevantes núcleos de trabajo 
en la investigación en educación matemática. La primera busca 
indagar en los diversos procesos involucrados en el desarrollo 
profesional de los docentes, entre ellos, el proceso de reflexión, 
la forma de operar o diseñar los programas de desarrollo profe- 
sional y la instalación de prácticas en los centros educativos, en- 
tre otros. En el segundo núcleo mencionado, podemos com- 
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prender el conocimiento como sustento del desarrollo profesio- 
nal; es decir, lo que facilita y constituye un elemento que 
enriquece el conocimiento profesional docente (Climent et al., 
2014), pero también cómo se puede desarrollar desde la forma- 
ción inicial de un profesor. 

Ambas temáticas están altamente relacionadas entre sí y, en 
algunos casos, es imperceptible su delimitación. Por ejemplo, al 
estudiar un programa de desarrollo profesional docente pode- 
mos centrarnos en analizar la transformación de conocimiento 
que experimenta un docente al participar en él, comprender qué 
contenidos matemático enseña, para qué y cómo lo enseña, ana- 
lizar la instrucción del profesor, las estrategias de enseñanza y 
aprendizaje de las matemáticas, la comunicación de la disciplina 
y la organización del currículo, entre otros aspectos. Es así como 
el desarrollo profesional docente y el conocimiento del profesor 
cobran relevancia al comprender, implementar e investigar el 
quehacer docente, tanto en la formación inicial como continua. 

Los alcances de ambas líneas son amplios y, dentro de ellos, 
es de interés preocuparse por el papel que juegan algunos estu- 
dios en beneficio del desarrollo de la educación matemática. 
Este trabajo tiene por objetivo presentar los aportes teóricos de 
tesis doctorales centradas en la reflexión y el conocimiento del 
profesor, bajo la dirección del profesor Pablo Flores, como 
miembro del grupo «FQM193. Didáctica de la Matemática. Pen- 
samiento Numérico» del Departamento de Didáctica de la Ma- 
temática de la Universidad de Granada, a quien se le reconoce 
en esta obra, y cómo estos avances teóricos se implementan en 
Chile. 

A continuación, se contextualiza el papel que juegan tres 
constructos presentes en las tesis doctorales: análisis didáctico, 
conocimiento del profesor y reflexión. Posteriormente, se desa- 
rrollan las ideas teóricas de las tesis, enfatizando los aportes que 
nacen de la reflexión del trabajo conjunto con el profesor Pablo 
Flores y cómo estos trabajos se han seguido desarrollando en 
Chile. 
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2. Relación entre MTSK, análisis 
didáctico y reflexión 


Como se ha mencionado, las tesis que guían este trabajo centran 
su atención en la reflexión y en el conocimiento (desde el mode- 
lo MTSK) del profesor. En ellas está presente el análisis didáctico 
(AD) desde tres enfoques, lo cual se ilustra en la figura 1, que 
contribuye a la articulación de estos constructos. Al observar des- 
de la izquierda la figura 1, se visualizan dos agentes utilitarios 
que se manifiestan en torno al AD, el profesor y el investigador 
en formación de profesores. En relación con el profesor, al llevar 
a cabo el Estudio de Clases, puede considerar el AD para profun- 
dizar en el contenido, lo que hace emerger el primer enfoque de 
este: formativo-metodológico. Por otra parte, el segundo agente uti- 
litario del AD, el investigador en formación de profesores, puede 
profundizar en aspectos matemáticos y de la enseñanza de los 
fenómenos estudiados para abordar una investigación en esta 
área, lo que hace surgir al enfoque comprensivo del AD. Por últi- 
mo, este segundo agente utilitario puede emplearse para identifi- 
car indicadores del conocimiento del profesor o bien para anali- 
zar la reflexión de los profesores, entre otros estudios en torno a 


po. Estudio de Clases 


h Prepara la enseñanza de h 
PROFESOR — un contenido matemático ! 
¡ (reflexión para la acción) : 


' Evalúa la enseñanza 
; h (reflexión sobre la práctica) ! 


a E Enfoque formativo- 
Contenido Realiza el Análisis A 
AS Didáctico del O O E 
matemático : A propuestas formativas 
contenido matemático A S 
Formación de Profesores 
IET E Profundiza en un objeto matemático 
ENLA Enfoque comprensivo : 
9 5 desde un punto de vista escolar para 
FORMACIÓN para estudios en la ; 2 
DE e enfrentar estudio en la Formación de 
Formación de Profesores eS 
PROFESORES Profesores 


Identifica indicadores de conocimiento 
matemático que se orientan a los 


Eto in subdominios del modelo MTSK 


para estudios en la 
Formación de Profesores Analiza la reflexión sobre la práctica 
en relación a un objeto matemático 


Figura 1. Enfoques del AD en la Investigación en Formación de profesores. 
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la formación de profesores. Esto hace emerger el tercer enfoque 
del AD, denominado investigativo. En síntesis, se tiene que: 


a) Un enfoque formativo-metodológico para la formación de 
profesores, que los lleva a enfrentarse a la tarea de realizar el 
AD para el diseño, implementación y evaluación de experien- 
cias de aprendizaje dentro un programa formativo, objetos de 
estudios. 

b) Un enfoque comprensivo, en que el AD se considera una he- 
rramienta que permite al investigador profundizar en el con- 
tenido matemático escolar imbricado en su estudio, desde el 
ámbito matemático y de la enseñanza. 

c) Un enfoque investigativo, en que el AD se contempla como 
herramienta que permite al investigador disponer de un refe- 
rente amplio para identificar indicadores del conocimiento 
especializado del profesor de matemáticas que puedan servir 
para comprenderlo, o bien para analizar la reflexión sobre la 
práctica de profesores en relación con un objeto matemático. 


Estos tres enfoques y su relación con la función que cumplen 
en el contexto de la formación docente pueden orientar el estu- 
dio del conocimiento del profesor de matemática y su desarrollo 
profesional, ya sea en un ámbito de investigación como a nivel 
de formación, elaborando cursos, diseñando programas de estu- 
dios, planificando contenidos, entre otros, de acuerdo con los 
trabajos presentados. 

Cabe destacar que el AD es posible vincularlo con la metodo- 
logía de Estudio de Clases y con los procesos reflexivos en la for- 
mación de profesores. En los apartados siguientes se presentan 
estudios en relación con los enfoques descritos, desde distintas 
perspectivas estudiadas en tesis doctorales. 


3. Desarrollo profesional del 
profesor de matemáticas 


El trabajo doctoral realizado por Ramos-Rodríguez (2014) se 
centra en estudiar la reflexión de profesores de matemáticas so- 
bre la modelación matemática, al participar en un programa de 
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desarrollo profesional. En este estudio se relaciona la reflexión, 
el Estudio de Clases (EC) y el AD. 

En este mismo estudio, se buscó una herramienta metodoló- 
gica formativa que diera impulso a los procesos reflexivos. Es así 
como se utilizó el EC (lesson study, como es llamado en la litera- 
tura anglosajona), definido como un medio de capacitación 
para profesores de manera que desarrollen sus prácticas pedagó- 
gicas, basado en la investigación sobre su propia práctica (Isoda 
et al., 2012; Ponte, 2014). El EC se considera un modelo adecua- 
do para la formación de profesores, ya que les permite estudiar 
sus formas de enseñanza (Elipane, 2011) y, por tanto, se puede 
insertar directamente en la enseñanza para generar modelos y 
formas concretas de buenas prácticas, constituyéndose en un en- 
foque clave para compartir actividades de perfeccionamiento do- 
cente. 

El EC implica un proceso cíclico compuesto de tres etapas 
(preparación, implementación y evaluación de la clase y revisión 
de resultados) en las que es particularmente importante la cola- 
boración entre pares, la práctica, la focalización en el aprendiza- 
je de los estudiantes (Isoda et al., 2012) y la investigación sobre 
la propia práctica (Elliot, 2004). 

A partir de esta profundización en el estudio de Ramos-Rodrí- 
guez (2014), se examinaron elementos teóricos del EC y de la 
reflexión para ver su complementariedad, apreciando como el 
EC es una buena herramienta para generar la reflexión de profe- 
sores en un curso formativo. A partir de los aportes del profesor 
Pablo Flores, se estableció una relación teórica a partir del mode- 
lo reflexivo de Korthagen (2010), denominado ALaCT, como 
medio para general la reflexión, y el EC que sitúa el contexto 
para trabajar con profesores analizando procesos reflexivos. La 
figura 2, presenta una relación entre ambos constructos EC y re- 
flexión, a partir del modelo reflexivo ALaCT. 

Como se observa en la figura 2 el modelo ALaCT (alusión a 
los nombre de las fases en inglés Action, Looking back on action, 
Awareness of essentials aspects, Creating alternative methods of ac- 
tions y Trial) se refiere a un proceso compuesto de cinco fases: 
a) acción o experiencia; b) mirar hacia atrás en la acción; c) iden- 
tificación de los puntos importantes en donde es relevante la in- 
tervención de un agente externo (un académico experto, un par 
o mediante lectura de documentos); d) crear, buscar y preparar 
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comportamientos alternativos para la acción; y, por último, 
e) comprobar en una nueva situación, empezando un ciclo nue- 
vo de reflexión, pero desde apreciaciones anteriores. 


Modelo reflexivo 


ALacT Estudio de (1) Identificación de 
problema 
Clases (2) Planificación de la 
(4) clase 
. (s) (€) ae 
a ) En (4) Evaluación de la 
(2) (3) (4) 3 " Preparación plan clase y revisión de 
3 TO 12) (5) resultados 
ep A 
4 ) A ' (5) Reconsideración de 
' ¿ te la cl 
+ ae Clase a investigar pa 
e) me 16) 


Sesión de revisión 
(4) 


Figura 2. Articulación del EC y modelo ALaCT. 


El modelo ALaCT orienta la reflexión del profesor, implicán- 
dolo en las diversas fases. Una de ellas requiere distanciamiento 
de la propia acción para detectar los problemas que han surgido, 
o bien para apreciar el posicionamiento que se adopta. Este dis- 
tanciamiento (que requiere un trabajo entre pares, desde el tra- 
bajo colaborativo) es posible realizarlo mediante procesos siste- 
máticos como los que propone el EC, favoreciendo las fases del 
ciclo reflexivo, el que se incorporan nuevos elementos que sus- 
tentan las decisiones de los profesores respecto a sus clases, iden- 
tificando las fases del modelo reflexivo ALaCT y las etapas de un 
ciclo del EC. 

Fruto de este estudio, en Ramos-Rodríguez et al. (2017) se 
concluye que, si bien parece ser que el EC no es un elemento cla- 
ve en toda reflexión, sí que favorece el proceso reflexivo en un 
curso formativo, componente que, además, vincula fácilmente 
teoría y práctica, confirmando los resultados de Elliot (2004) so- 
bre EC y reflexión y en concordancia con el enfoque realista 
planteado por Korthagen (2011). 

La experiencia formativa e investigativa que surge de la articu- 
lación teórica evidencia que el EC favorece en los docentes una 
mayor involucración en sus procesos de reflexión apoyando su 
desarrollo profesional. Observamos elementos de complemen- 
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tariedad entre la reflexión y el EC, que entrega herramientas para 
la práctica y al trabajo colaborativo de manera de incentivar el 
trabajo reflexivo de los profesores. 

Los resultados del estudio de la articulación entre EC y re- 
flexión que se forjó en la tesis doctoral han traspasado al contex- 
to de la educación matemática chilena. Ambos temas son desa- 
rrollados en Chile en la formación inicial y continua, impulsan- 
do el constructo reflexión, de manera sistemática y operativa, 
tema que el Ministerio de Educación de Chile impulsa en la for- 
mación docente, para hacer un camino que favorezca la innova- 
ción dentro de las instituciones escolares y de las aulas. 

Evidencia de ello, se puede ver en diversas instancias formati- 
vas llevadas a cabo en este país. Desde el año 2015, se imple- 
mentan en Chile diversas capacitaciones a profesores con foco el 
desarrollo de capacidades reflexivas, como el curso «Didáctica 
del álgebra, teoría y práctica desde la reflexión docente». Desta- 
camos uno, realizado desde el año 2016, en la Pontificia Univer- 
sidad Católica de Valparaíso (PUCV). Se trata de un Diplomado 
en Didáctica de la Estadística y las Probabilidades, cuyo objetivo 
es promover en los docentes participantes procesos reflexivos 
mediante el EC. También, en la misma casa de estudio, en el año 
2021 se realizó un programa de desarrollo profesional para pro- 
fesores de colegios vulnerables cuyo objetivo fue llevar a cabo 
ciclos de EC que involucraran la reflexión del desarrollo de habi- 
lidades matemáticas en alumnos de Primaria. Por último, resal- 
tamos que, a contar del año 2020, en la malla curricular del Pro- 
grama de Magister en Didáctica de la Matemática de la PUCV, se 
han incluido elementos de la reflexión sistemática del profesor, 
brindando espacios para que el profesorado conozca este cons- 
tructo y los implemente en su quehacer profesional. 

Estos resultados, además de impactar en los lineamientos de 
programas de desarrollo profesional, han tenido repercusión en 
el ámbito investigativo y en la emergencia de estudios chilenos 
que van en esta línea. Destacamos el trabajo de Corrial (2016), 
donde se caracteriza el conocimiento didáctico del contenido so- 
bre ecuaciones lineales de un profesor novel de matemáticas que 
participa de un curso de acompañamiento que promueve proce- 
sos reflexivos. 
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4. Análisis didáctico 


En la línea del conocimiento del profesor de matemáticas, se ha 
buscado comprender el conocimiento matemático implicado en 
la práctica, surgiendo la necesidad de diseñar herramientas para 
hacer operativo un proceso que permita identificar el conocimien- 
to y profundizar en su caracterización. Por lo cual, a partir de la 
reflexión instada por Pablo Flores en su dirección de la tesis doc- 
toral de Rojas (2014) y luego de Valenzuela-Molina (2021), he- 
mos profundizado en la articulación del AD y el modelo de Cono- 
cimiento Especializado del Profesor de Matemáticas (MTSK). 

A partir de los estudios realizados por Rico (1997a; 1997b), 
sobre el análisis curricular que articula cuatro dimensiones: 
cultural/conceptual, cognitiva, ética o formativa y social, se co- 
mienza a interpretar las bases del AD. El AD se define como he- 
rramienta para facilitar al profesor el diseño de unidades didácti- 
cas, siendo un recurso que permite organizar la actividad de en- 
señanza referente a contenidos matemáticos (Gómez, 2007). 

El estudio del conocimiento del profesor de matemática o del 
profesor que enseña matemática ha tenido una gran relevancia 
en los aportes de la didáctica de la matemática, lo cual se eviden- 
cia en los diversos Handbook de Educación de profesores de mate- 
mática (Gutiérrez et al., 2016; Lester, 2007; Tirosh y Wood, 
2008) y en estudios de distintos formadores de maestros, mate- 
máticos y didactas que se han preocupado por la formación ini- 
cial y continua de profesores. 

El conocimiento que los profesores deben ir transformando, 
desde su formación inicial y de manera continua, tiene su origen 
en la interacción con el contenido matemático, en las experien- 
cias de enseñanza y aprendizaje, en la reflexión crítica y constan- 
te sobre su práctica. Esto le permite tomar decisiones respecto 
del diseño, implementación y evaluación de experiencias de 
aprendizaje, ya que conlleva un conocimiento global, que le per- 
mite gestionar la enseñanza, desarrollar estrategias, incorporar 
los estilos de aprendizaje de sus alumnos, y resolver imprevistos 
durante sus clases. Esta visión más amplia del conocimiento de 
un profesor trasciende a la del profesor que solo transmite cono- 
cimiento, ya que va construyendo su conocimiento a partir de su 
experiencia como estudiante, de su experiencia como docente y 
de la reflexión constante que necesariamente produce cambios 
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específicos en su práctica, dando al conocimiento del profesor 
un carácter especializado del saber matemático (Carrillo et al., 
2018). 

Por tanto, dado que el AD permite profundizar en un conte- 
nido matemático y planificar en función de los elementos que el 
proceso de enseñanza y aprendizaje demanda, consideramos 
que es un procedimiento ideal de cómo el profesor diseña, lleva 
a la práctica y evalúa las actividades de enseñanza y aprendizaje. 
Desde la visión de un investigador permite describir la ruta de 
conocimiento que se exterioriza para preparar la enseñanza, ana- 
lizando la transformación del conocimiento profesional, sobre 
los diversos elementos disciplinares y didácticos. 

Fruto de la experiencia en investigación y de la articulación 
teórica, en relación con la utilización del AD como una herra- 
mienta formativa se han desarrollado trabajos conjuntos entre 
investigadores para fortalecer la formación docente. Es así como 
la experiencia obtenida en las tesis citadas, en relación con la 
utilización del AD como una herramienta formativa para y en 
la formación inicial (Valenzuela-Molina, 2021) y continua 
(Ramos-Rodríguez, 2014) de profesores chilenos, hemos llevado 
a cabo un estudio en el que se muestra las virtudes que ofrece el 
AD para fortalecer el proceso de desarrollo docente, al conside- 
rar dos casos: a) futuros profesores chilenos que trabajan el AD 
sobre fracciones, y b) una profesora chilena en ejercicio que par- 
ticipa en un programa de formación continua en el que realiza el 
AD sobre ecuaciones de primer grado (Ramos-Rodríguez et al., 
2019). Los resultados mostraron que los sujetos estudiados pro- 
fundizan en el conocimiento del contenido matemático y las li- 
mitaciones de aprendizaje, antes de diseñar e implementar tareas 
matemáticas de una clase, lo que trae implicancias en la calidad 
de la planificación e implementación. 

La articulación del AD como herramienta formativa ha con- 
tribuido a dar presencia a este en el ámbito de la educación ma- 
temática chilena. Ejemplo de ello, se pueden encontrar en la for- 
mación inicial de profesores de Primaria de la Universidad Al- 
berto Hurtado y Universidad Católica del Norte, y en la 
formación continua de profesores de Secundaria de la Pontificia 
Universidad Católica de Valparaíso. 

Además de contribuir en los lineamientos de los programas 
de desarrollo profesional chilenos, se ha evidenciado que el rol 
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del AD como fuente de profundización para el investigador. 
Destacamos los trabajos de final de grado en el Programa de Ma- 
gister en Didáctica de la Matemática de la PUCV, los que, a partir 
del año 2016, contienen un capítulo en que los estudiantes desa- 
rrollan el AD del objeto matemático implicado en sus trabajos. 
Por ejemplo, la tesis de Araya (2018) presenta una secuencia di- 
dáctica para promover el aprendizaje de la variable aleatoria y su 
función de probabilidad fundamentada desde el AD. 

En la Universidad Alberto Hurtado y Universidad Católica 
del Norte, el AD también se utiliza como fuente de investiga- 
ción. En este caso, se incorpora para profundizar en el conoci- 
miento desde el ámbito conceptual, cognitivo, de instrucción y 
la evaluación del objeto matemático implicados en los Proyectos 
de Titulación de algunos egresados de la carrera de Educación 
Básica, especialmente los que tienen la mención Matemática. 
Por ejemplo, Barra (2021) desarrolla cuentos matemáticos para 
la Educación Secundaria, en que los temas de las narraciones se 
ahondan desde el AD. 


5. Modelo de conocimiento especializado 
del profesor de matemática-MTSK 


El profesor de matemática, para desarrollar su práctica, necesita 
un conocimiento especializado para enseñar, tanto disciplinar 
como didáctico. En todo su quehacer profesional el profesor 
moviliza significados, propiedades y definiciones de los temas 
matemáticos, además, bosqueja las formas de construcción de la 
materia, las relaciones entre contenidos, el conocimiento sobre 
la enseñanza de matemática y las características del aprendizaje 
de contenidos matemáticos, entre otros. 

Para ello, un buen referente para profundizar y comprender 
el conocimiento del profesor ha sido considerar el modelo Ma- 
thematics Teacher's Specialized Knowledge (MTSK), propuesta por 
el grupo SIDM de la Universidad de Huelva (Carrillo et al., 
2018), producto de que el saber de un profesor se considera es- 
pecializado para enseñar. Esto ha llevado desde el año 2010 a 
relacionar el modelo de conocimiento MTSK con el AD, como 
fuente para hacer operativo el estudio del conocimiento del pro- 
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fesor, pero a la vez como principio para profundizar en los obje- 
tos matemáticos (Rojas, 2010). 

Para comprender la articulación, definimos el modelo MTSK 
(figura 3) que considera dos grandes grupos de conocimiento de 
naturaleza diferente. Por un lado, presenta el conocimiento que 
tiene el profesor de matemática en un contexto escolar, el do- 
minio del Mathematical Knowledge y el conocimiento de aspec- 
tos relacionados con el contenido matemático como objeto de 
enseñanza-aprendizaje, Pedagogical Content Knowledge. Además, 
en el centro integra las creencias en matemática y su enseñanza y 
aprendizaje. 

El Mathematical Knowledge considera tres subdominios que 
componen y dan sentido al conocimiento matemático del profe- 
sor de matemática: el conocimiento profundo del contenido 
matemático, de su estructura y de cómo se procede y produce en 
matemática. El conocimiento de los temas describe qué y cómo 
el profesor de matemática conoce los temas que va a enseñar, el 
Conocimiento de la Estructura Matemática describe el conoci- 
miento del profesor sobre relaciones entre contenidos matemáti- 
cos, el Conocimiento de la Práctica Matemática alude a la forma 
de proceder para llegar a los resultados matemáticos. 

El Pedagogical Content Knowledge, desde los trabajos se Shul- 
man (1986), se funda como un conocimiento particular del 
profesor, relacionado al contenido a enseñar, y realzado como 
la base de conocimiento que necesita un profesor para la ense- 
ñanza. En este dominio del conocimiento se distinguen tres 
subdominios, el primero de ellos referidos al conocimiento de 
la enseñanza de la matemática que implica el modo de repre- 
sentar el contenido y su potencial para la instrucción, así como 
el conocimiento de recursos y materiales didácticos. El conoci- 
miento de las características del aprendizaje de la matemática, 
que implica el modo en que los alumnos piensan y construyen 
el conocimiento cuando se enfrentan a las actividades y tareas 
matemáticas, y al conocimiento de las características del proce- 
so de comprensión de los distintos contenidos, así como de las 
fortalezas, dificultades y obstáculos asociados al aprendizaje del 
contenido en sí mismo. El conocimiento de los estándares de 
aprendizaje de la matemática considera el conocimiento del 
profesor sobre lo que está convenido curricularmente que 
aprenda un estudiante y el nivel de profundidad en cada nivel 
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escolar, así como secuenciaciones del contenido y los saberes 
que lo sustentan. 
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Figura 3. The Mathematics Teacher's Specialized Knowledge model- MTSK. Fuen- 
te: Carrillo et al. (2013). 


El modelo MTSK es una valiosa herramienta para profundizar 
en el conocimiento del profesor a partir de la observación de 
aula, además un recurso para el diseño de propuestas formativas 
para profesores en formación y en ejercicio. La especialización 
del modelo MTSK permite diferenciar los elementos del cono- 
cimiento general, para centrarnos exclusivamente en el conoci- 
miento matemático y didáctico del contenido. A partir de la 
identificación y de la organización de componentes de conoci- 
miento manifestado por profesores se permite profundizar en el 
conocimiento especializado en su conjunto y desde la óptica for- 
mativa permite diseñar acciones formativas orientadas en el co- 
nocimiento necesario integrar, activar o desarrollar. 

Esta temática, a partir de las tesis doctorales dirigidas por Pa- 
blo Flores (Rojas, 2014; Valenzuela-Molina; 2021), ha tenido 
repercusión en el ámbito investigativo de Chile. Por ejemplo, a 
partir del año 2016, en la Pontificia Universidad Católica de 
Valparaíso se cuenta con una variedad de tesis de magister y 
doctorado centradas en caracterizar el conocimiento especiali- 
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zado (MTSK) del profesor de matemática (Bozo, 2020; Miran- 
da, 2016). Además, impulsando investigaciones conjuntas en la 
línea de la formación inicial y continua de profesores de mate- 
mática de la Universidad Alberto Hurtado, Pontificia Universi- 
dad Católica de Valparaíso y Universidad Católica del Norte, 
como consecuencia de las experiencias doctorales guiadas por 
Pablo Flores y otros investigadores del área de educación mate- 
mática. De igual manera, este marco ha permeado el desarrollo 
investigativo para la estructuración de evaluaciones de diagnós- 
tica en la formación inicial docente, considerando instrumen- 
tos que consideran el conocimiento matemático, así como las 
creencias sobre la matemática, su enseñanza y aprendizaje 
como elementos esenciales en los que indagar desde el comien- 
zo de la formación inicial (Martínez-Videla et al., 2019). 


6. Relación el MTSK y el análisis didáctico 


Considerando que los modelos de conocimiento incluyen cate- 
gorías generales y que es necesario disponer de modelos que 
lleven a un análisis detallado de cada uno de los tipos de cono- 
cimiento que se manifiestan en una enseñanza de la matemáti- 
ca efectiva, queda de relieve que el profundizar en la enseñanza 
de la matemática desde la óptica del AD este permite a investi- 
gadores y profesores hacer una reflexión sobre la enseñanza del 
contenido matemático escolar y, además, establecer relaciones 
precisas entre los componentes del AD y los dominios de cono- 
cimiento (figura 4). Esto permite hacer una reconstrucción del 
conocimiento plausible que el profesor manifiesta en su tarea 
de enseñanza y, a la vez, ser una herramienta para planificar 
procesos formativos en el ámbito matemático. Por ejemplo, el 
subdominio «conocimiento de la enseñanza de la matemática» 
implica conocer los procedimientos matemáticos asociados a 
un determinado contenido, las propiedades y sus fundamentos, 
los sistemas de representación y elementos fenomenológicos 
que se asocian al contenido matemático, que al realizar el AD se 
profundizan en el análisis conceptual y de contenido. Asimis- 
mo, desde el análisis cognitivo y de instrucción se consideran 
aspectos de aprendizaje y de la enseñanza en relación con la 
organización del saber, tipos de tareas y secuenciación, caracte- 


342 | Investigación en Educación Matemática 


rísticas de aprendizaje de los estudiantes y recursos para la ense- 
ñanza. 


1 Análisis conceptual 4 Expectativas de aprendizaje 7 Tareas y secuencias de tareas 
2 Análisis fenomenológico 5 Limitaciones de aprendizaje $8 Materiales y recursos 
3 Sistemas de representación 6 Oportunidades de aprendizaje 


Figura 4. Relación MTSK-AD en la formación de profesores. Fuente: Rojas (2014, 
p. 94). 


La operacionalización de este modelo en la formación inicial 
y continua de profesores en Chile ha permitido diseñar asigna- 
turas de los planes curriculares y curso de formación en relación 
con el AD para transitar en los conocimientos necesarios para la 
enseñanza a partir del modelo MTSK (Ramos-Rodríguez et al., 
2021; Valenzuela-Molina, 2021). Desarrollando trabajos de di- 
seño de secuencias de aula, por medio de la profundización de 
los temas matemáticos y didácticos a partir de la práctica docen- 
te; con un enfoque metodológico para investigar y profundizar 
en aspectos disciplinares y didácticos del objeto matemático, lo 
que permite tener una mirada profunda y amplia sobre la mate- 
mática que se ponen de manifiesto al observar ciertas reaccio- 
nes y procesos de aprendizaje de los futuros maestros. 

Por otro lado, el AD contribuye al desarrollo de la investiga- 
ción, ya que la realización de este en relación con el tema de las 
fracciones ha permitido profundizar y establecer descriptores de 
conocimiento para cada subdominio de modelo MTSK. En sínte- 
sis, el análisis didáctico ha sido en este estudio una herramienta 
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con doble utilidad, como herramienta investigativa (Rojas et al., 
2013) y como herramienta formativa (Rico, 2013), lo que per- 
mite describir y caracterizar la transformación de conocimiento 
especializado. 


6.1. Transformación de MTSK en un 
contexto formativo con AD 


El contexto formativo del AD en la tesis doctoral de Valenzuela- 
Molina (2021), codirigida por Pablo Flores, permite observar, 
describir y caracterizar la transformación de conocimiento espe- 
cializado sobre división de fracciones de futuras profesoras. 


La transformación del conocimiento del profesor (o futuro profe- 
sor) se puede evidenciar cuando este manifiesta cambios graduales 
sobre lo que es capaz de hacer con otros y luego individualmente, a 
partir de una reflexión personal, generada individualmente o a par- 
tir de agentes externos, tomando conciencia de lo nuevo o de los 
cambios que se generan para la readecuación de la práctica. (Valen- 
zuela-Molina, 2021, p. 35) 


Desde esta conceptualización, se evidencia la transformación 
de MTSK de futuras profesoras, en diferentes momentos duran- 
te su formación, las que se manifiestan con acciones concretas 
de transformación consciente, al rediseñar tareas de enseñanza 
para la división de fracciones, cuyo cimiento base de conoci- 
miento se logra por medio del AD y la reflexión constante sobre 
los cambios y decisiones conscientes que van tomando en el ca- 
mino. 

Desde este punto de vista de la transición de conocimientos, 
en esta investigación cada uno de los elementos involucrados 
en el AD, tanto los conceptos como los procedimientos, signifi- 
cados, fenómenos, errores y dificultades, entre otros, facilitan a 
las futuras profesoras el conocer y organizar la enseñanza desde 
un punto de vista teórico y práctico. Ellas se enfocaron en pro- 
fundizar sobre los organizadores del currículo del AD para la 
división de fracciones, elementos que se evidencian en el dise- 
ño de planificación por medio de la incorporación de estrate- 
gias y algoritmos, en la consideración de algunos errores que 
pueden cometer sus estudiantes y en la propuesta de situacio- 
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nes problemas que estructuran la clase. El AD favoreció la ad- 
quisición de conocimiento matemático y didáctico de las profe- 
soras, el cual se va reformulando en la medida que avanza su 
proceso formativo, cuando diseñan y rediseñan la clase a im- 
plementar. Esta transformación tiene sus cimientos en la discu- 
sión y retroalimentación constante que se producen durante la 
reflexión en el aula formativa, lo que facilita la transformación 
de conocimiento. 

La transformación de MTSK fue evidenciada desde dos postu- 
ras. La primera de ellas se pone de manifiesto cuando los profe- 
sores van reestructurando su conocimiento especializado, de tal 
manera de ir avanzando desde un MTSK inicial a un MTSK idó- 
neo o pretendido (desde la postura de los estándares para profe- 
sores de Educación Primaria y del perfil de egreso de cada uni- 
versidad). Es decir, una reestructuración del anterior, tanto en el 
qué hacer como en el cómo hacerlo. Cabe destacar que no nos 
referimos a un MTSK final, pues este siempre está en constante 
transformación. 

Una segunda postura tiene su origen en la relación interna y 
coherente entre categorías dentro de un mismo subdominio o 
fuera de él (en MTSK), ya que podría esperarse que un profesor 
modifique su conocimiento especializado de manera que se lo- 
gre coherencia entre las categorías y dominios. En síntesis, la 
transformación del conocimiento especializado del profesor 
puede ser mediado a partir del uso de la herramienta de análisis 
didáctico, permitiendo a los profesores o futuros profesores mo- 
dificar su conocimiento, desde un conocimiento inicial que 
transita a un nuevo conocimiento pretendido. 


7. Contribuciones, una mirada global 


Las tesis doctorales y trabajos presentados a lo largo del estudio 
dejan en evidencia que estas líneas de investigación y formación 
han seguido su desarrollo en la educación chilena. Así, la re- 
flexión docente, la relación con el modelo de conocimiento es- 
pecializado y la integración en la práctica del AD (no solo con 
foco en la planificación) han tomado presencia en diversos espa- 
cios formativos de Chile. 
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Mapa 1 Mapa 2 


Figura 5. Utilización del AD, MTSK y la reflexión en la formación inicial y desarro- 
llo profesional en Chile. 


Una mirada global de ello es posible visualizar en la figura 5, 
en que se destacan (en negro) las regiones de Chile en que desa- 
rrollan estos referentes teóricos en la formación inicial y conti- 
nua (mapa 1) llegando a ser 11 de las 16 regiones del país. De 
igual forma, en el mapa 2 se da cuenta de aquellas regiones en 
que se utilizan los marcos en el contexto de formación de pos- 
grado y en el ámbito investigativo llegando a 8 regiones. Esto 
muestra que distintas universidades, investigadores y grupos de 
formación emplean estos referentes conceptuales para el desa- 
rrollo de la educación matemática en el país para tributar a la 
mejora de los aprendizajes de los estudiantes. 

Por lo tanto, el AD se ha manifestado como una efectiva he- 
rramienta teórica-metodológica para el estudio del conocimien- 
to de profesores en ejercicio y formación, en distintos ámbitos 
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educativos. Además, considerando que los modelos de conoci- 
miento suelen incluir categorías generales, se ha avanzado a un 
análisis detallado de cada uno de los tipos de conocimiento, que 
se manifiestan en la enseñanza de la matemática. Aportando el 
AD indicadores de conocimiento relacionados con el modelo 
MTSK, referentes a variados temas matemáticos. 

Estas contribuciones pueden seguir ampliándose y fortale- 
ciendo redes de colaboración, dado que la tarea docente exige 
una alta preparación profesional, una instrucción continua y el 
desarrollo de nuevas formas de vinculación entre universidades, 
centros de investigación nacionales e internacionales. 
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logarítmica como inversa de la función 
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Resumen 

En este documento se presenta cómo un profesor, a través de su práctica, mo- 
dela la función logarítmica como inversa de la función exponencial. El análisis 
de la práctica del profesor se realiza desde una perspectiva sociocultural y la 
teoría APOE mostrando que el mecanismo de reversión se modela con otros 
mecanismos de construcción, como la interiorización, la desencapsulación y la 
coordinación. Para ello se utilizan diferentes registros como el simbólico o el 
gráfico y se realiza tanto de una forma global, con la función genérica y = a*, 
como local, con funciones particulares como y = 2%, y = 10%, y = 5% Los méto- 
dos utilizados para realizar la inversión también son variados: deshacer, cam- 
biar las variables y despejar, componer una función y su inversa o realizar la 
simétrica de la gráfica de la función. 


Palabras clave: función logarítmica, APOE, función inversa, práctica del profe- 
sor, mecanismos de construcción 


Abstract 

In this document we present how a teacher, during his practice, model the 
logarithmic function as inverse of the exponential function. The analysis of the 
teacher practice is done from a sociocultural perspective and APOS theory 
showing that the reverse mechanism is modelized joint with other mecha- 
nisms such as the interiorization, the desencapsulation and the coordination. 
For this, other forms of representations were considered such as the symbolic 
or the graphical ones and this is done with the generic function y = a”, and 
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other functions as y = 2%, y = 10%, y= 5*. The processes used for the inversion 
varied: undoing, swapping the variables x and y and solving for y, composing 
the function with its inverse to get the identity or to flipping the graph of the 
function in the line y = x. 


Keywords: logarithmic function, APOS, inverse function, teacher practice, con- 
struction mechanism 


1. Introducción 


En general, en la enseñanza se plantea la función logarítmica 
como inversa de la función exponencial. Esto implica, por un 
lado, que el estudiante debe haber adquirido una comprensión 
adecuada de la función exponencial y, por otro, que domina la 
construcción de funciones inversas, lo que, en principio no re- 
sulta sencillo, como señalan algunas investigaciones (Breen 
et al., 2015). Pettersson et al. (2013) han mostrado las dificulta- 
des que tienen los estudiantes para comprender la noción de 
función como pares ordenados en lugar de como una regla, lo 
que es esencial para comprender el proceso de inversión. Carl- 
son et al. (2010) consideran que los estudiantes que no son ca- 
paces de concebir una función como un proceso (sino que tiene 
una concepción acción) tienen grandes dificultades para invertir 
funciones. Además, cometen errores al determinar cuál es la fun- 
ción inversa de otra, puesto que no utilizan las propiedades de la 
función inversa, como la condición de que la función a invertir 
sea inyectiva y se limitan a realizar ciertos cálculos para obtener 
la respuesta (Even, 1992). En general, la función inversa se ense- 
ña de una forma algorítmica, rutinaria, memorística y carente de 
sentido (Wilson et al., 2011). 

Carlson y Oehrtman (2005) han categorizado tres métodos 
diferentes para obtener una función inversa de otra: una alge- 
braica (intercambiar x e y, y despejar y), una geométrica (la re- 
flexión sobre la recta y = x) y una procesual en el sentido de des- 
hacer. Además, Vidakovic (1996) menciona el cálculo de la in- 
versa de una función partiendo de dicha función y buscando el 
proceso que compuesto con ella dé la función identidad. 

En cuanto al primer método, Wilson, et al. (2011) consideran 
que el intercambio entre las variables es confuso para los estu- 
diantes y puede conducir a una ausencia de significado de la fun- 
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ción inversa, dado que no se tiene en cuenta que el dominio de la 
función inversa es el rango de la función inicial y viceversa. Esto, 
además, es de vital importancia cuando las unidades en las que 
se miden la variable dependiente y la independiente son diferen- 
tes. Por otro lado, este intercambio implica el cambio de signi- 
ficado entre las variables (Carlson y Oehrtman, 2005; Philips, 
2015) y cuestiones relativas a la notación, como que f *(x) es la 
inversa de f (x) no ayudan a adquirir una comprensión adecuada 
de este concepto. 

En cuanto a la aproximación geométrica, Attorps et al. (2013), 
en un estudio sobre el uso de GeoGebra para la enseñanza de la 
función inversa, mostraron que los estudiantes lograron una con- 
cepción intuitiva, pero no llegaron a comprender en su totalidad 
por qué se debe realizar una reflexión en torno a la recta x = y. 
Sin embargo, aquellos estudiantes que logran una comprensión 
de la función inversa enfatizan en la condición de que debe ser 
una función uno a uno (Bayazit y Gray, 2004). 

En cuanto al último método Bayacit y Gray (2004), basando 
sus estudios en la teoría APOE, determinaron que los estudian- 
tes conocen la función inversa como una acción (Cottrill et al., 
1996) si invierten el proceso de una función paso a paso y lo 
conocen como un proceso (Breidenbach et al., 1992) si utilizan 
la función inversa en situaciones que no involucran sustituir en 
una fórmula. Como conclusión, se estableció que los estudiantes 
deben realizar tareas no solo procedimentales, sino aquellas que 
estén más centradas en el aspecto conceptual de la función inver- 
sa para que lleguen a adquirir dicho concepto. 

Para comprender el proceso de construcción de la función in- 
versa, Vidakovic (1996) presentó una descomposición genética 
considerando que los estudiantes deben adquirir de forma jerár- 
quica los esquemas de función, composición de funciones y, fi- 
nalmente, función inversa y señalando que los estudiantes han 
adquirido el concepto si son capaces de coordinar estos tres es- 
quemas. Aun así, Brown y Reynolds (2007) y Kimani y Masingi- 
la (2006) han probado que los estudiantes son capaces de deter- 
minar la expresión analítica de la función inversa, pero no usan 
la noción de composición de funciones, ni son capaces de rela- 
cionar los resultados con la composición de funciones. 

Todas las investigaciones anteriores se centran en los aspectos 
cognitivos relativos al aprendizaje de la función inversa. Sin em- 
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bargo, se han realizado pocas investigaciones sobre la enseñan- 
za, más concretamente de la función logarítmica como inversa 
de la exponencial. En este capítulo se presenta una investigación 
cuyo objetivo es establecer cómo el profesor modela la enseñan- 
za de la función logarítmica a la luz de la herramienta analítica 
modelación de mecanismos de construcción desde una perspec- 
tiva sociocultural y la teoría APOE, identificando si, en las clases, 
la modelación potencia el mecanismo de reversión desde la fun- 
ción exponencial para la construcción de la función logaritmo. 


2. Marco teórico 


Esta investigación recurre al constructo «modelación de un me- 
canismo de construcción» (García et al., 2012) como una herra- 
mienta para examinar la práctica del profesor a través de las ta- 
reas que propone y el uso de los instrumentos de la práctica tales 
como los registros de representación y los elementos matemáti- 
cos de un concepto. 

Este constructo lleva implícito una postura frente a la cons- 
trucción del conocimiento matemático enmarcada en la teoría 
APOE (Dubinsky, 1991), según la cual, para comprender un con- 
cepto de matemática avanzada, los estudiantes construyen es- 
tructuras mentales denominadas: acción, proceso, objeto y esquema. 
Dichas estructuras están ligadas a la noción de abstracción reflexi- 
va de Piaget y vienen determinadas por mecanismos mentales 
como la interiorización, coordinación, encapsulación, desencap- 
sulación, reversión y tematización. 

En la teoría APOÉE, se parte de la idea de que la comprensión 
matemática de un concepto se inicia con la manipulación de un 
objeto físico o mental para formar acciones, de manera que la 
repetición de esas manipulaciones permita que sean interioriza- 
das para formar procesos, los cuales pueden ser encapsulados 
para formar objetos. Se pueden coordinar dos o más procesos, lo 
que faculta para construir un nuevo proceso o un objeto, o bien, 
construir procesos nuevos a partir de procesos existentes me- 
diante el mecanismo de reversión. Cuando un estudiante es ca- 
paz de revertir los pasos de una transformación matemática se 
produce un progreso significativo en su conocimiento matemáti- 
co (Dubinsky, 1996). Los objetos pueden ser desencapsulados re- 
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virtiendo el proceso por el cual fueron formados. Finalmente, 
acciones, procesos y objetos pueden ser organizados en esque- 
mas (Dubinsky y McDonald, 2001). 


Schema 


interiorization 


| processes 


coordination 
s reversal 
objects 
encapsulation 


de-encapsulation 


Figura 1. Proceso de construcción de un concepto. Fuente: Arnon etal. (2014, p. 18). 


Por otro lado, la modelación de un mecanismo de construc- 
ción parte de que la visibilidad del discurso y la naturaleza de las 
acciones del profesor provienen de una perspectiva sociocultural 
y se reconoce que la práctica docente es una actividad mediada 
por el uso de ciertos «instrumentos» (Llinares, 2000) y, por lo 
tanto, permiten caracterizarla. Esta perspectiva asume que: 


[...] los instrumentos utilizados y su forma de utilización influyen 
en el tipo de comprensión matemática. (Llinares, 2000, p. 115) 


De ahí que la justificación del uso de los instrumentos en esa 
práctica se interpreta a la luz de una perspectiva cognitiva (Var- 
gas, 2017). 

Sin embargo, es necesario tener presente que el análisis que se 
realiza mediante este constructo se refiere a la construcción de 
un conocimiento mediante la interacción entre un profesor y los 
estudiantes, siendo la clase un colectivo y no refiriéndose en nin- 
gún caso a un estudiante concreto. 


3. Metodología 


Esta investigación tiene una aproximación interpretativa, ya que 
pretende establecer, sin juzgar, el significado que subyace a las 
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acciones realizadas por un profesor (tareas, usos de los elemen- 
tos matemáticos del concepto y sistemas de representación) y 
sus justificaciones. Para ello, se realizó un estudio de caso, de una 
práctica ordinaria, con un profesor de una universidad de Bogotá 
(Colombia), Felipe (pseudónimo), que impartía una asignatura 
de Precálculo,' común a todos los estudiantes de primer semes- 
tre universitario en diversos pregrados.? 

La enseñanza de la función logarítmica se realizó con poste- 
rioridad a la de la función exponencial y como función inversa 
de esta última. Se llevó a cabo en dos sesiones de clase de noven- 
ta minutos de duración cada una. Durante las sesiones de clase 
el profesor planteaba algunos ejercicios o ejemplos a los estu- 
diantes a modo de tareas para resolver juntamente con ellos, de 
forma que guiaran las explicaciones teóricas necesarias para 
comprender el concepto. 

Para la recogida de datos, se utilizaron tres instrumentos: una 
entrevista inicial al profesor, las videograbaciones de cada una de 
las sesiones de clase y entrevistas posteriores a cada sesión de aula 
al profesor. La entrevista inicial consistió en una entrevista es- 
tructurada sobre sus datos biográficos y su formación académica. 
En cada una de las entrevistas posteriores a cada clase, se revisa- 
ba la grabación de dicha sesión y se discutía con el docente acer- 
ca de sus propósitos, las modificaciones realizadas respecto de la 
planificación inicial y se contrastaba con el análisis realizado por 
el investigador. Se contó, además, con la planificación del profe- 
sor de cada una de las sesiones. Todas las grabaciones fueron 
transcritas y junto con el resto de los datos pasaron a formar par- 
te de una unidad hermenéutica creada con el software ATLAS. ti 
(Vargas, 2017). 

El análisis se realizó en tres etapas. Inicialmente se identifica- 
ron los segmentos de las clases en los que se modelaba el meca- 
nismo de reversión. En una segunda etapa, para cada uno de 
esos segmentos, se identificaron los registros de representación 
utilizados y otros conceptos matemáticos usados por el profesor 
durante la enseñanza y se contrastó con las respuestas del profe- 
sor en las entrevistas. 


1. La asignatura de Precálculo en Colombia se identifica con aquellos cursos pre- 
vios al estudio del Análisis Matemático. 

2. La denominación Pregrado corresponde a licenciatura o grado en la estructura 
de la educación europea. 
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En la tercera etapa, se fueron identificando otros mecanismos 
de construcción (aparte de la reversión) que el docente modela- 
ba para que sus estudiantes construyeran el concepto de función 
logarítmica como función inversa de la función exponencial. 

Los segmentos de clase están determinados, además, en fun- 
ción de varios parámetros que permiten establecer dónde se ini- 
cia un segmento y dónde termina: identificación de la tarea a rea- 
lizar, registro de representación utilizado, conceptos matemáti- 
cos asociados y otros mecanismos de construcción involucrados. 

Este análisis se realizó mediante la triangulación de todos los 
datos recogidos: vídeo y audio de clase, entrevistas con el docente, 
planificación del docente y triangulación de investigadores que 
trabajaron a partir de la misma unidad hermenéutica segmentan- 
do cada clase individualmente, asignando mecanismos y discu- 
tiendo las coincidencias acerca de la modelación que los investiga- 
dores extraen de las tareas e intenciones aportadas por el profesor. 

Finalmente, se realizó el informe de las observaciones, análi- 
sis e inferencias sobre el conjunto de datos mediante viñetas 
(Vargas, 2017). Este recurso permitió organizar la información y 
poder entrelazar, en un mismo documento, las evidencias y el 
análisis de datos sobre la modelación del mecanismo de rever- 
sión identificado en la práctica y, de esta forma, la viñeta se usa 
para establecer y mostrar la modelación del mecanismo de in- 
versión en la práctica del docente. 

Se entiende en esta investigación por práctica ordinaria, aque- 
lla en donde el investigador no interviene ni en la preparación ni 
en el manejo las clases (Hersant y Perrin-Glorian, 2005). 


4. Resultados 


El análisis de dos de las sesiones de clase grabadas se correspon- 
de a la introducción que realiza el profesor de la función logarít- 
mica como inversa de la función exponencial, que ya se ha tra- 
bajado previamente con los estudiantes. El mecanismo de rever- 
sión se modela en estas dos sesiones juntamente con otros 
mecanismos como la interiorización, la coordinación o la en- 
capsulación. Por ello, la descripción de los resultados se ha divi- 
dido en tres viñetas que se corresponden con los mecanismos 
identificados. 


18. La enseñanza de la función logarítmica como inversa de la función exponencial | 357 


En los diálogos escogidos para mostrar la modelación del me- 
canismo de reversión se ha utilizado la P para identificar al pro- 
fesor, una E para un estudiante y la I para el investigador en las 
entrevistas. 


4.1. Viñeta 1: el logaritmo como operación mediante 
el mecanismo de interiorización de acciones 


En esta viñeta, el profesor parte de una situación relativa al inte- 
rés compuesto que es lo que se ha trabajado anteriormente con 
los estudiantes para construir el concepto de función exponencial. 
Por medio de diversas acciones con la operación exponencial y, 
variando la base de la potencia, el profesor modela el mecanis- 
mo de interiorización de acciones en procesos. 

La tarea inicial que se plantea a los alumnos es: «¿En cuánto 
tiempo se tiene un capital de $2.300.000, cuando se invierten 
$2.000.000 a una tasa de interés del 2 por ciento anuales com- 
puestos?». 

El profesor procede a guiar a los estudiantes con varias pre- 
guntas con el objetivo de escribir la ecuación a la que conduce el 
enunciado de la tarea. La colaboración de todos los alumnos 
hace que lleguen a la ecuación: 


124 
2.300.000 = 2.000.000) + 0] 


Como el profesor considera la ecuación anterior muy elabo- 
rada, empieza con una ecuación más sencilla: 2* = 8. 


P: Entonces escribamos una parecida [va escribiendo en el tablero 2 
elevado a x igual 8]. ¿En qué se parece a la anterior, Juan Camilo? 

E: Que está elevada a una potencia. 

P: ¿Y qué más? 

E: Que el número que no se sabe está en el exponente. 


P: Entonces, fíjense... que cuando a mí me preguntan por el expo- 


nente... ¿qué cosa es, Camilo? ¿Tú te acuerdas del colegio? 
E. Logaritmo. 
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El profesor plantea preguntas para caracterizar la ecuación y 
potenciar la interiorización de acciones. Primero se centra en la 
identificación de la posición en la cual se encuentra la incógnita 
y la interpretación del logaritmo de un número como el valor 
del exponente en una potencia, es decir, está ligado a la opera- 
ción inversa. 

A continuación, se cambia de base y, en lugar de utilizar la 
base 2, utiliza la base 10. El profesor modela con los alumnos el 
mecanismo de reversión para diversas potencias enteras de 10. 


P: Logaritmo en base 10 de 10000. Vamos pensando, no lo digan 
todavía... ¿Carlos? 

: Cuatro. 

: Cuatro. Ustedes qué dicen. 

Sí. 

: Lo comprobamos. Diez por diez, cien, por diez, mil, por diez, 
diez mil. Era cuatro [lo escribe en el tablero]. 


7 


P: Ahora pensemos en valores que no son potencias de diez. Por 
ejemplo, logaritmo de 45. Si uno fuera buscar el logaritmo de 45 
y empieza a mirar diez, entonces uno dice 10 por 10 es cien. Se 
pasó, entonces uno dice debe ser un número que está entre... 

E: Uno y dos. 


En esta viñeta se puede comprobar cómo el profesor utiliza la 
operación de la exponencial variando la base (2 y 10) para mo- 
delar la interiorización de acciones y construir la operación loga- 
ritmo. Esto no se hace exclusivamente con exponentes enteros, 
sino que aprovecha la tabla de los logaritmos de la unidad segui- 
da de ceros para establecer la escala logarítmica y poder determi- 
nar la parte entera del logaritmo decimal de un número que no 
es una potencia de 10. 


4.2. Viñeta 2: la función logarítmica como 
desencapsulación del objeto función exponencial 


Al tratamiento del logaritmo como operación le sigue la cons- 
trucción de la función logarítmica. Sin embargo, en el desarrollo 
de estas tareas, el profesor retorna en varias oportunidades a la 
operación logaritmo. El centro de atención recae en algunos pun- 
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tos de la representación gráfica de la función exponencial, con lo 
cual está favoreciendo la desencapsulación de esta función. 

En este contexto se plantea una nueva tarea que consiste en 
calcular el logaritmo natural de un número decimal: 0,1. Para ello, el 
profesor recurre a la función exponencial y = 10* y pregunta por la 
forma de la gráfica de dicha función, por lo cual está favorecien- 
do la desencapsulación del objeto función exponencial (en su re- 
presentación gráfica) en un proceso de asignación de valores. 


E: Logaritmo en base 10 de 0,1. 

P: Veamos. Si yo tengo 10 elevado a la cero da uno y diez a la uno 
da 10. El número no está entre 1 y 10. Ese está entre el cero y el 
uno... ¿Se acuerdan cuál era la gráfica de la función y igual a 10 
elevado a la x? Recordemos la gráfica. 


Figura 2. Imagen de la gráfica de y= 10* en el tablero. 


P: Entonces ¿cómo ir bajando el exponente? Estos números ¿cómo 
son? [señala en el eje valores negativos]. Por ejemplo, este es 
¿cuál? 

: Menos 1. 

: Menos 1. Y ¿cuánto es el 10 a la menos 1? 

: Un décimo. Cero coma uno. 

: Si yo le pregunto, dígame diez elevado a qué número me da cero 
como uno, usted ¿qué número me diría? 

E: Menos 1. 


9 57E 


Continúa de la misma forma para otros valores decimales 
como 0,01 para llegar a la conclusión de que log,,10* = x. 
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En esta segunda viñeta se modela el mecanismo de reversión 
a partir de la representación gráfica de la función y = 10*, desen- 
capsulando el objeto función exponencial en un proceso para 
determinar el logaritmo de números decimales, encontrando 
que el resultado es un número negativo. Es importante resaltar la 
insistencia que el profesor muestra en cuanto a que la función 
debe ser uno a uno (Bayazit y Gray, 2004) lo que se modela me- 
diante la coordinación de los procesos función exponencial y 
función cuadrática con la que se compara. 


P: ¿Qué quiere decir que se una función uno a uno, Nicolás? 

E: Que cuando trazamos líneas. 

P: Que cuando la cortamos con líneas horizontales la intersecta en 

un solo punto. 

: Que para cada valor de x le corresponde solo uno en y. 

P: Ustedes ¿qué opinan de lo que dice Carlos? ¿Será suficiente con 
lo que él dice? Por ejemplo, esta función. [Escribe en el tablero f 
de x igual a x al cuadrado, y realiza la gráfica.] 


m 


4.3. Viñeta 3: el objeto función logarítmica 
coordinando la inversión de diversas funciones 


Para propiciar la construcción del objeto función inversa general, el 
profesor procede primero con tareas de construcción de varios pro- 
cesos de funciones inversas particulares: una función cuadrática, 
una lineal y una exponencial. Para ello utiliza diferentes métodos 
tanto en el registro gráfico como en el simbólico y lo ejemplifica 
para funciones conocidas como funciones lineales o cuadráticas, para 
luego coordinar estos procesos con la función exponencial. Eso se 
realiza como un proceso y recurriendo a la representación gráfica de 
dicha función. Toma un valor particular, potenciando que los estu- 
diantes trabajen con dicho caso y luego generalicen a la función. 

En este momento, como la función exponencial particular es 
una función uno a uno, se propicia la encapsulación de su fun- 
ción inversa, la función logarítmica, mediante el intercambio de 
variables. 


P: Entonces, la pregunta es ¿cuál es la inversa de la función dos a la 


x? Vamos a seguir el camino de intercambiar la x y la y, y luego 
tengo que despejar la y. 
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legos Me > ico Ml > ico e 


: x igual a dos a la y. 

: Y ahora voy a despejar la y, pero la y ¿dónde está? 

: En el exponente. 

: Si la voy a despejar, ¿cómo la tengo que despejar? Con... 
: Con un logaritmo. 

: Con un logaritmo, ¿cómo me queda? 

: y igual a logaritmo en base dos de x. 


Se cambia al registro gráfico, para lo cual se modela la desen- 
capsulación en un proceso tomando algunos puntos de la gráfi- 
ca de la función exponencial, realizando la inversión punto a 
punto de forma geométrica. 


Pp: 


E: 


Vamos a hacer la gráfica de la función. ¿Qué hay que hacer para 
elaborar la gráfica de la función logaritmo en base dos de x? 
Poner el espejo. 


Figura 3. Construcción de la gráfica de la función logaritmo en base dos como 
inversa de la función y = 2*%. 


Pp: 


mm 


El espejo va por aquí, a 45 grados, y entonces vamos a ver en 
dónde están los reflejos. Por ejemplo, este punto ¿qué coordena- 
das tiene? 


: (0,1). 
: Las parejas se intercambian. Si está en (0,1), en la inversa está en 


(1,0). Otra pareja, por ejemplo (2,4), quiere decir que la x vale 
dos, dos a la dos, la y vale 4. De manera que en la gráfica de la 
inversa a aparecer... 
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La tarea de realizar la gráfica punto a punto requiere del pro- 
ceso de inversión de las coordenadas de cada pareja ordenada 
(Pettersson et al., 2013) y estas acciones se pueden potenciar 
para ser interiorizadas como un proceso. 

Finalmente, se utiliza la función compuesta entre las dos fun- 
ciones inversas para examinar que el resultado es la función 
identidad. 


P: Si usted, por ejemplo, toma 3. Ponga a trabajar primero la expo- 
nencial y eleve dos a la tres. Esto le da un número. Y si después 
dice que va a buscar el logaritmo en base dos de ese número, 
¿cuánto le da eso? 

E: Tres. 


En esta última viñeta se observa cómo se construye el objeto 
función logarítmica como inversa de la función exponencial, 
realizando la inversión de diferentes formas: por un lado, a tra- 
vés de la gráfica simétrica respecto a la recta y = x de la función 
exponencial (y en el caso de la función lineal invirtiendo la pen- 
diente de la recta); por otro, intercambiando la x y la y en la ex- 
presión analítica de la función exponencial y despejando la y. 
Finalmente, recordando que la composición de una función y su 
inversa constituye la función identidad. Todo ello utilizando di- 
ferentes registros de representación y coordinando diferentes 
procesos correspondientes a las funciones lineal, cuadrática y ex- 
ponencial. 


5. Discusión y conclusiones 


El análisis de la práctica de un profesor cuando enseña la fun- 
ción logarítmica como inversa de la función exponencial nos ha 
permitido organizar la modelación del mecanismo de reversión 
en tres viñetas, a partir de tres tareas en las que se modelan tres 
mecanismos de construcción de la función logarítmica. 
Vidakovic (1997), cuando propone una descomposición ge- 
nética de la función inversa, considera que los estudiantes alcan- 
zan una comprensión de este concepto cuando integran los es- 
quemas de función, función compuesta y, finalmente, la función 
inversa. En la práctica que se describe en este capítulo se han 
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identificado aquellos momentos en los que el profesor recurre a 
estos tres esquemas. Utiliza diferentes funciones (lineal, cuadrá- 
tica, exponencial), propone la composición de una función y su 
inversa para obtener la función identidad, y modela el mecanis- 
mo de reversión de procesos y objetos para construir la función 
logarítmica. 

En las tareas seleccionadas por el profesor con las que se bus- 
ca potenciar la comprensión de la función inversa se recurre a 
diferentes métodos: el método de deshacer (Even, 1992), que la 
composición de una función y su inversa sea la identidad, en 
la acción de intercambiar variables (Vidakovic, 1996) y cuando 
se trabaja en el registro gráfico y se hace una simetría de la gráfi- 
ca de la función exponencial respecto de la recta y = x (Carlson y 
Oehrtman, 2005). Métodos que, de acuerdo con los investigado- 
res citados, presentan algunas dificultades atendiendo a las exi- 
gencias cognitivas que requieren para lograr la comprensión por 
parte de los estudiantes. 

En este caso, el análisis ha mostrado que el mecanismo de re- 
versión no se modela de forma aislada, interviniendo, por lo 
tanto, una gran exigencia de construcciones mentales, dado que 
se combina con otros mecanismos. Así, se combina con la inte- 
riorización de acciones no solo sobre la operación exponencial, 
sino también con acciones sobre la exponencial como función. 
También se combina con la desencapsulación de la función ex- 
ponencial como objeto para convertirla en un proceso cognitivo 
y con la coordinación de otros procesos relativos a funciones li- 
neales y cuadráticas. 

Por otro lado, se ha comprobado cómo el mecanismo de re- 
versión del objeto función exponencial (y = a*) se lleva a cabo 
a través de la inversión de funciones exponenciales particulares 
(y =2* y = 10%, y = 5”) (Vargas et al., 2020). Esto se hace modelan- 
do la interiorización de acciones y considerando el logaritmo, 
por un lado, como operación y, por otro, como función. Ade- 
más, se han considerado registros no solo simbólicos, sino tam- 
bién gráficos. 

La descripción de las viñetas puede ser útil tanto en la forma- 
ción de futuros profesores como para mejorar la propia práctica 
(González y Portugal, 2018; Vargas, 2017). Es esencial la transfe- 
rencia de los resultados de este tipo de investigaciones sobre la 
práctica, dado que, la formación y el conocimiento del profesor 
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se nutre tanto de la investigación como de la propia experiencia 
del docente, de forma que las investigaciones más recientes so- 
bre el conocimiento del profesor se centran en dicha práctica 
(Llinares, 2013). 

El análisis de esta práctica, contrastado con los antecedentes 
que se presentan en esta investigación ha llevado a los autores a 
continuar las indagaciones en orden a establecer una propuesta 
para la formación de profesores y aportar en la deconstrucción del 
concepto logaritmo y la función logarítmica, en este caso, a partir de 
«modelos básicos» enunciados por Weber (2016, 2017) y propo- 
niendo el uso de las publicaciones especializadas en este campo. 
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